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Nomenclatures et principales notations 
 
   
MAN……………………...... Méthode Asymptotique Numérique.  
Lam3/Tec3-Standard……….. Version standard du modèle de laminage Lam3/Tec3.  
« MAN » …………………... Modèle éléments finis de flambage de coques.  
Lam3/Tec3-Counhaye…….... Lam3/Tec3 couplé avec le modèle flambage simplifié de Counhaye.  
Lam3/Tec3-MAN découplée.. Modèle de laminage par chainage entre Lam3/Tec3 et le modèle « MAN », en négligeant l’interaction emprise-flambage.  
Lam3/Tec3-MAN couplée…. Modèle de laminage couplant Lam3/Tec3 et le modèle « MAN ».  
MEF………………………… Méthodes des éléments finis.  
MDF………………………... Méthodes des éléments finis.  
   
   
a…………………………….. Paramètre de développement MAN.  
amax…………………………. Rayon de validité.  
ac……………………………. Valeur de a au point de bifurcation.  
b…………………………….. Largeur d’une plaque où une tôle.  
bc……………………………. Largeur d’un capteur du rouleau de planéité.  
…………………………... Tenseur d’élasticité.  
D……………………………. Tenseur de vitesse de déformation.  
D*…………………………... Tenseur de vitesse de déformation virtuel.  
d…………………………….. Déviateur de D.  
E …………………………... Module d’Young.  
el……………………………. Numéro d’un élément.  
F……………………………. Vecteur second membre qui représente les efforts appliquées.  
Flam………………………….. Force de laminage par unité de largeur.  
Ftr…………………………… Force de traction en laminage.  
f μ……………………………. Force de perturbation pour la recherche du point de bifurcation.  
Fnl…………………………... Vecteur second membre non linéaire qui apparaît dans le développe-ment MAN.  
Fμ…………………………… Vecteur du second membre représentant la force de perturbation.  
G……………………………. Index des points d’intégration.  
h…………………………….. Epaisseur d’une plaque où d’une tôle.  
he……………………………. Epaisseur de la tôle à l’entrée de l’emprise.  
hmoy………………………….. Epaisseur moyenne de la tôle suivant la largeur de la table.   
hs……………………………. Epaisseur de la tôle en sortie de l’emprise.  
IP ………………………….. Indice de planéité.  
it ……………………………. Itération de Newton-Raphson.  
J…………………………….. Fonction erreur quadratique.  
K……………………………. Fonction de distribution transversale de la contrainte longitudinale σxx.   
[KT]…………………………. Matrice de rigidité tangente.  
L…………………………….. Longueur d’une « fibre » de la tôle dans la direction du laminage.  
Lref…………………………... Longueur d’une « fibre de référence » de la tôle dans la direction du laminage.  
 .tL ………………………... Opérateur tangent définit en un point régulier d’un pas MAN.   
 0 .tL ………………………... Opérateur tangent définit au début d’un pas MAN.  
l…………………………….. Longueur d’une plaque (ou tôle).  
l ……………………………. Longueur d’onde d’un mode de flambage sinusoïdal.  
Nx…………………………… 
Force de réaction par unité de largeur d’une section transversale d’une 
plaque (ou tôle)  x xxN h y  .  
n…………………………….. Nombre de demi-ondes du défaut en bord ondulé d’une plaque (ou tôle) sous forme sinusoïdale.  
noe………………………….. Numéro d’un nœud.  
rn
 …………………………... Vecteur unitaire normal à la facette de raccordement (couplage) entre les modèles Lam3/Tec3 et « MAN ».  
P …………………………… Pression de traction appliquée à une plaque. En laminage, elle corres-
pond à la traction de laminage appliquée à la tôle moy/ .trP F b h . 
 
q…………………………….. Amplitude d’un mode de flambage sinusoïdal.  
R……………………………. Rayon du cylindre de travail.  
r…………………………….. Vecteur position d’un point de la ligne moyenne d’une coque à l’état 
initial.  
r …………………………… Vecteur position d’un point de la ligne moyenne d’une coque à l’état 
déformé.  
rh……………………………. Réduction relative en laminage e sh
e
h hr
h
 .  
S…………………………….. Tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff.  
resS …………………………. Tenseur de contrainte résiduelle utilisé par le modèle « MAN ».  
cT

…………………………... Force de contact résultante entre un capteur du rouleau de planéité et la 
tôle.   
Timp………………………….. Vecteur contrainte externe imposée : tractions amont et aval de lami-
nage.  
U……………………………. Variable mixte contenant les inconnues élémentaires du modèle 
« MAN ».  
u……………………………. Fonction d’interpolation (polynomiale) de la méthode des moindres carrés mobiles (moving least square : MLS).  
hu …………………………... Champ à interpoler par la MLS.  
V* Champ de vitesse virtuelle.  
Vref…………………………... Vitesse d’élongation d’une « fibre de référence  » de la tôle dans la 
direction du laminage.  
x(x,y,z)……………………… Position et coordonnées d’un point dans l’espace.  
xc(xc,yc,zc)…………………… Position d’un point d’interpolation utilisé par la MLS.  
i,j et k……………………….. Indices de numérotations.   
I,II…………………………... Première et deuxième direction principale dans le plan de la tôle.   
   
   
α…………………………….. Champ de déformation additionnelle   discrétisé.  
αc……………………………. Angle de contact entre la tôle et un capteur du rouleau de planéité.  
αt……………………………. Matrice des coefficients thermomécaniques.  
γ…………………………….. Tenseur de déformation généralisé de Green-Lagrange.  
…………………………… La partie additionnelle non compatible de γ.  
γc……………………………. La partie compatible de γ.  
γl…………………………….. La partie linéaire de γl.  
γnl…………………………… La partie non linéaire de γnl.  
VK ………………………… Tenseur de déformation généralisé dans l’approximation de Von-
Karman.  
l
VK …………………………. La partie linéaire de VK .  
nl
VK …………………………. La partie non linéaire de VK .  
∆……………………………. Différentiel d’une variable par rapport à une valeur de référence.   
∆c…………………………… « Correcteur » de l’algorithme de Newton-Raphson.  
∆s…………………………… « Prédicteur » de l’algorithme de Newton-Raphson.  
∆μ…………………………... Indicateur de bifurcation.   
conv ………………………... Critère de convergence.   
 …………………………… Déformation équivalente en HPP.  
 …………………………… Taux de déformation équivalente en HPP.  
εe……………………………. Déformation élastique en HPP.  
εf…………………………….. Déformation reprise par le flambage.  
moy
yy ………………………… 
La moyenne suivant x, à une position donnée en y, de la composante de 
la déformation plastique transversale εyy dans l’emprise. 
 
εp……………………………. Déformation plastique en HPP.  
η…………………………….. Paramètre d’amortissement numérique.  
 Jd ………………………. Dérivée de Jaumann du déviateur des contraintes d .  
0 …………………………... Contrainte d’écoulement plastique.  
σc……………….....................  Contrainte critique locale de flambage.  
σn……………………………. Contrainte normale exercée par les cylindres de travail sur la tôle dans la zone de contact ∂Ωc. 
 
MAN ………………………... Champ de contrainte res  redistribué par le flambage.  
t …………………………... Contrainte de cisaillement dû au frottement cylindres tôle.  
 
 …………………………... Température.  
θ1, θ2, θ3……………………. Cordonnées curvilignes convectives d’un point d’une coque.  
1  et  2 ……………………. Paramètres définissant le type de pilotage MAN.  
λ…………………………….. Paramètre de chargement.  
,f fI II  ………………………
 Déformations reprises par le flambage respectivement suivant les direc-
tions principales I et II.  
λ(res)…………………………. Paramètre de chargement en contraintes résiduelles.  
 ˆ res ………………………... Valeur de λ(res) atteinte à la fin du calcul 3 du modèle « MAN ».  
λ(tra)…………………………. Paramètre de chargement en traction.  
 ˆ tra ………………………... Valeur de λ atteinte à la fin du calcul 1 du modèle « MAN ».  
ˆ …………………………… Champ de déplacement   discrétisé.  
*ˆ …………………………... Champ de déplacement   discrétisé au point de bifurcation.  
ˆ …………………………... Champ de déplacement   discrétisé après la bifurcation (post-
flambage).  
0ˆ …………………………... Champ de déplacement   discrétisé initial.  
ρ…………………………….. Largeur adimensionnelle d’une plaque (ou tôle) : y
b
  .  
max
 ………………………… Plus haut niveau de contrainte de compression dans la tôle hors emprise  
d ………………………….. Déviateur de σ.  
h …………………………... La partie sphérique de σ.  
res …………………………. Contraintes résiduelles hors emprise issues du calcul Lam3/Tec3.  
yi ………………………….. Moyenne dans l’épaisseur de la contrainte longitudinale xx , mesurée en 
iy  à l’aide du rouleau de planéité. 
 
Ω……………………………. Domaine défini par le volume d’un matériau.  
∂Ωc………………………….. Domaine défini par la surface de contact entre les cylindres de tr avail et 
la tôle.  
∂Ωf………………………….. Surface du domaine Ω où les vecteurs contraintes externes timp sont 
imposés.  
∂Ω1, ∂Ω2, ∂Ω3, ∂Ω4…………. Les bords d’une plaque dans le modèle « MAN ».  
p ………………………….. Fonction poids de la MLS centrée en xc.  
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Introduction générale 
Contexte du travail 
Les tôles métalliques minces connaissent une utilisation massive dans le monde entier dans 
des domaines aussi divers que l'emballage, le bâtiment, les applications électriques, et notamment 
dans les domaines du transport tels que l’automobile, l’aéronautique et la construction navale. Ce 
type de structure est obtenu suite aux procédés de laminage qui constituent donc une étape-clé de 
l’industrie sidérurgique. 
Le procédé de laminage ne cesse d’évoluer depuis son invention, il y a plus de quatre siècles. 
Il a fait ainsi durant toute cette période et jusqu’à ce jour, l’objet de travaux de recherche et 
d’investigation que l’on peut parfois qualifier « de pointe ». Tous les aspects mécaniques, chimi-
ques, géométriques, architecturaux, le pilotage des actionneurs d’un laminoir, ont été mi-
nutieusement étudiés afin d’observer leurs impacts sur la qualité du produit fini. Cette dernière 
représente donc le « noyau » de la recherche sur le laminage des tôles métalliques. On distingue 
plusieurs critères de qualité du produit laminé :  
 Critères surfaciques et tribologiques : état de surface et rugosité, résistance à la corro-
sion… 
 Critères physiques et structuraux : structure cristallographique, densité de dislocations, 
taille et joints de grains….  
 Critères mécaniques : Anisotropie, endommagement, dureté, limite d’élasticité, emboutis-
sabilité….planéité. 
 Etc… 
Nos travaux présentés dans le présent document portent sur l’étude des défauts de planéité des 
tôles laminées.  
Il arrive qu’une tôle en sortie d’un laminoir mal réglé présente une distribution de contraintes 
résiduelles capable d’engendrer son flambage (cf. §  2.1). Par conséquent, les défauts de planéité 
apparaissent sous forme d’ondulations, comme montré sur la figure ci-dessous. Chez le client, 
ces défauts de planéité peuvent poser des problèmes d’assemblage, de peinture, d’esthétique ou 
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de productivité. Par conséquent, la planéité de la tôle est un élément majeur pour la qualité du 
produit. Elle représente un souci important pour les industriels du laminage, qui développent des 
techniques diverses pour la maîtriser. 
 
 
Exemples de défauts de planéité observés au cours du laminage [ 1]. 
Nécessité d’un modèle numérique de laminage pour la prédiction des dé-
fauts de planéité 
Même si des outils spécifiques sont utilisés pour améliorer la planéité après le laminage, il est 
de la plus haute importance qu’un premier contrôle de la planéité des tôles laminées se fasse en 
ligne (au cours du laminage) en jouant sur plusieurs paramètres (lubrification, efforts des ac-
tionneurs, vitesse de laminage… : cf. chapitre 1). Déterminer les conditions optimales de lami-
nage qui donnent la meilleure qualité du produit n’est pas une chose aisée. Pour cela, le savoir-
faire du lamineur est mis à profit, tout en s’appuyant sur une base de données qui contient un 
ensemble d’informations enregistrées antérieurement. Comme dans bien des domaines, la lour-
deur et le coût élevé des études expérimentales rendent séduisante l’utilisation des modèles nu-
mériques qui apportent de plus des éléments de compréhension en profondeur. L’expérience reste 
évidemment un nécessaire moyen de vérification des résultats numériques. 
Objectifs de la thèse 
ArcelorMittal et Alcan sont deux fabricants de tôles métalliques, qui disposent d’un modèle 
numérique (méthode des éléments finis) nommé Lam3/Tec3 [ 2, 3, 4] dédié et adapté pour la 
simulation du procédé de laminage des produits plats. Ce modèle, décrit plus en détails au 
chapitre 3, présente une précision satisfaisante pour la simulation des cas de laminage dans 
lesquels le flambage, donc les défauts de planéité, ne se manifeste pas. Dans le cas contraire, 
c’est-à-dire pour les cas de laminage où les tôles sont susceptibles de flamber, Lam3/Tec3 s’est 
révélé limité pour reproduire les défauts de planéité, ses résultats ne sont pas représentatifs de la 
réalité. Comme expliqué par la suite (cf. chapitre 2, §  2.4), cette limitation est principalement due 
à la nature de la discrétisation spatiale utilisée : des éléments hexaédriques non adéquats pour 
décrire le flambage. Ainsi, dans le but de l’améliorer, l’objectif de nos travaux est d’enrichir 
l’analyse faite par Lam3/Tec3, à l’aide d’un modèle Eléments Finis de flambage de coques sous 
contraintes résiduelles. Développé au LPMM, ce modèle de flambage est basé sur une 
formulation de coques et sur la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) comme méthode de 
résolution des problèmes non linéaires (cf. chapitre 4).  
Ce mémoire de thèse est organisé de la manière suivante : après une introduction au procédé, à 
sa technologie, aux défauts de planéité et à leur mesure (chapitre 1), une bibliographie générale 
sur le laminage et sa modélisation est présentée dans le chapitre 2, avec un regard plus précis sur 
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celle des défauts de planéité. Un premier modèle, développé au sein de Lam3/Tec3, est ensuite 
décrit au chapitre 3 ; issu de notre travail mais fortement appuyé sur un travail antérieur (thèse de 
C. Counhaye [ 5]), il couple intimement laminage et flambage – ce dernier étant décrit par un mo-
dèle très simple. Ensuite, au chapitre 4, nous détaillons la formulation du modèle « MAN » – 
coques et son application aux problèmes de contraintes résiduelles. Dans le chapitre 5, nous pré-
sentons nos développements en vue de l’application du modèle éléments finis coques avec ré-
solution « MAN » aux problèmes de contraintes résiduelles, et les tests correspondants, en confi-
guration découplée (ou pour mieux dire chaînée) ; cette adaptation a principalement consisté en 
un travail sur un transfert précis des contraintes résiduelles de Lam3/Tec3 au code coques. Enfin 
au chapitre 6, nous montrons que l’on peut coupler itérativement les deux logiciels Lam3/Tec3 et 
« MAN » – coques, et que cela améliore la description des résultats grâce à la prise en compte de 
l’effet, sur les champs sous emprise, des transformations induites par le flambement hors em-
prise.  
Chapitre 1. Généralités sur le laminage 
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CH.1 Généralités sur le laminage des tôles métalliques 
Dans ce chapitre sont regroupées et résumées toutes les informations nécessaires concernant le 
laminage et les définitions de certaines terminologies, en se limitant à celles qui seront utiles 
dans le cadre des travaux détaillés dans le présent document. Divers supports sont utilisés pour 
dégager ces renseignements, mais les généralités sur le laminage exposées dans les paragraphes 
qui suivent, ont été principalement extraites des références [ 6- 10]. 
1.1 Présentation du laminage 
L’opération de laminage consiste à entraîner 
par effet de frottement une bande (tôle) métal-
lique sous deux outils cylindriques (cylindres 
de travail : cf.  §  1.3.2) animés d’un mouve-
ment de rotation inverse. La matière est donc 
forcée de s’écouler plastiquement (cf. figure  1-
1), ce qui va engendrer la réduction de 
l’épaisseur de la tôle en sortie de l’emprise1. 
L’épaisseur du produit fini est obtenue progres-
sivement par une succession de passes de lami-
nage (cf. figure 1-2). Les premières séries de 
réduction s’effectuent à chaud afin d’exploiter 
la baisse de la résistance mécanique avec la 
température à des fins d’économies d’énergie, 
et pour ajuster les caractéristiques métallurgi-
ques du produit. A ce niveau, une brame est 
transformée en une bobine de tôle fine, passant 
au fil des réductions de quelques centimètres à 
quelques millimètres d’épaisseurs (pour l’acier, on part généralement de 250mm pour arriver à 
une épaisseur entre 1.5 et 6mm). Pour les aciers, le laminage à chaud commence vers 1200 - 
                                                   
1 Zone de contact entre les cylindres de travail de la cage et la tôle, où s’effectue l’écrasement de cette dernière (cf. figure 1-
1). 
 
o
 
y 
x 
z 
Sens du laminage 
Sortie Entrée 
Emprise 
Figure  1-1. Schématisation simplifiée du 
principe du laminage d’une tôle. 
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1300°C pour se terminer entre 700°C et 900°C. Par contre, les faibles épaisseurs ne peuvent pas 
être obtenues en laminage à chaud, pour plusieurs raisons : 
 Du fait des dilatations thermiques (des outils surtout), il est difficile d’obtenir une grande 
précision géométrique à chaud, nécessaire aux produits fins.  
 Une bande très mince se refroidit très rapidement, sa dureté augmente, les transforma-
tions de phase peuvent se produire et le contrôle du procédé peut devenir difficile. 
 La surface oxydée d’une bande laminée à chaud est de piètre qualité pour beaucoup 
d’applications, il est nécessaire de relaminer à froid de toutes façons. 
 Une déformation à froid suffisante doit être réservée pour atteindre les propriétés mécani-
ques voulues. 
Lors de la deuxième phase à froid, le procédé de laminage est orienté vers des gammes 
d’épaisseurs plus faibles, qui sont inaccessibles par le laminage à chaud et qui peuvent descendre 
en dessous de la centaine de micromètres (de 3~4mm jusqu’à 0.7~0.8 mm pour les tôles de cons-
truction automobile) [ 6]. A ce stade, les caractéristiques mécaniques (emboutissabilité, résis-
tance…), l’aspect de surface (aptitude aux traitements de surface et à l’emboutissage, rugosité 
contrôlée…) et la planéité, font l’objet d’une attention constante. En dépit du haut niveau 
d’expérience acquise au cours de décennies de pratique, des études et recherches très actives res-
tent nécessaires pour améliorer la qualité dans des conditions toujours plus difficiles, du fait de 
l’augmentation des vitesses et de la dureté des nouveaux alliages.  
 
Vers bobine - sortieVers bobine - entrée
Cage 2 Cage 3 Cage 5Cage 4Cage 1  
Figure  1-2. Schéma simplifié d’un train tandem de laminage à froid.  
1.2 Problèmes géométriques en laminage : défauts de planéité 
On distingue deux types de défauts de planéité (cf. figure  1-3):  
 Des défauts de planéité non développables, tels que les défauts appelés bords longs ou 
centre long ; 
 Des défauts de planéité développables, tels que les défauts de cintre, tuile et vrillage. 
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Figure  1-3. Différents types de défauts de planéité rencontrés en laminage. 
1.2.1 Origine des défauts de planéité 
Sous les chargements intenses du laminage à froid, la déformation des cylindres (définis dans 
les paragraphes  1.3.2 et  1.3.3) peut atteindre des déplacements verticaux supérieurs à l’épaisseur 
de la tôle. On conçoit que cela doit avoir des effets significatifs sur le laminage. On analyse sou-
vent cette déformation des cylindres en termes de flexion (de l’axe du cylindre considéré comme 
une poutre) et d’aplatissement (raccourcissement d’un rayon sous l’effet de la contrainte de 
contact compressive) ; à ces effets élastiques s’ajoute le bombé thermique, produit de la dilata-
tion hétérogène liée au champ de température complexe du cylindre. La figure  1-4 illustre ces 
composantes. La forme résultante du cylindre de travail dans l’emprise provoque un gradient 
transverse d’élongation du produit laminé en sortie de l’emprise. Ce phénomène engendre des 
contraintes en intercage, qui peuvent demeurer suffisamment compressives dans certains endroits 
de la tôle et entraîner le flambage, désigné dans ce contexte comme défaut de planéité non déve-
loppable (figure 1-3).  
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Figure  1-4. La déformation élastique de la cage lors 
du laminage combinant : l’aplatissement, la flexion 
et l’indentation. 
Il n’y a pas que la déformation des cy-
lindres qui contribue aux défauts géo-
métriques de la tôle. En effet, une ano-
malie de distribution des vitesses ou des 
efforts de frottement entre les deux faces 
de la tôle – c'est-à-dire entre les com-
partiments supérieur et inférieur de la 
cage (à cause d’un mauvais contrôle des 
vitesses des cylindres ou de la lubrifica-
tion par exemple) – entraîne une hété-
rogénéité de l’élongation dans 
l’épaisseur de la bande. Ce type 
d’anomalie engendre également 
l’apparition de contraintes résiduelles 
hétérogènes dans l’épaisseur de la tôle, 
particulièrement dans le cas de faibles 
réductions. Le moment fléchissant ainsi créé entraîne une flexion générale de la tôle. On ne peut 
pas parler de flambage, car celui-ci se définit comme un déplacement hors plan d’un point de la 
bande, en réponse à des contraintes de compression dans le plan de celle-ci. On parlera donc ici 
de flexion qui donne naissance aux défauts de planéité développables (cintre, tuile, etc. : cf. fi-
gure 1-3). 
1.2.2 Notion de défauts de planéité latents et défauts de planéité manifestes 
Au cours du laminage, la tôle est souvent soumise à une traction (traction de débobinage, 
d’intercage, de bobinage …) capable de masquer la totalité ou une partie des défauts de planéité 
(cf. §  1.3.8). Ainsi, dans certains cas, la tôle peut paraître plus ou moins plate, ou même parfaite-
ment plate, sur la ligne de laminage. Il n’empêche que l’on peut quand même parler de défauts de 
planéité, dans la mesure où il peut y avoir des contraintes résiduelles qui, par exemple, se mani-
festeront sous forme de vrillage d’un flan après découpe. La distribution de ces contraintes inter-
nes ou résiduelles dans la tôle est donc appelée défaut de planéité latent, qui peut devenir ulté-
rieurement manifeste par la découpe. Ce défaut de planéité latent peut être estimé à partir des 
mesures de contraintes explicitées plus bas. Dans d’autres cas, l’hétérogénéité de contrainte est 
telle que même sous tension, le seuil de flambement est atteint et des déplacements hors plan 
apparaissent : c’est un défaut de planéité manifeste.  
La réalité peut aussi être hybride. Le flambement relaxe les contraintes internes quand il se 
produit. Mais la relaxation peut être partielle et il peut rester, en plus d’un défaut manifeste, un 
défaut latent résiduel, qui là encore peut conduire à une amplification du défaut lors de la dé-
coupe. 
Sur la figure 1-5-a, on montre un exemple de défaut de planéité latent en sortie d’une cage, qui 
correspond à une valeur négative de la différence σxx-Traction aval, et qui se transforme en défaut 
de planéité manifeste après la découpe comme on le montre sur la figure 1-5-b. C’est un exemple 
de simulation numérique d’un cas de laminage décrit dans le tableau 1 dans l’annexe 4, à l’aide 
d’un modèle de laminage développé et détaillé chapitre 6. 
Quel que soit le type de défaut, latent ou manifeste, son élimination complète est quasi-impos-
sible. On pratique toutefois deux procédés annexes au laminage, très importants. Le recuit a pour 
premier objectif la restauration par recristallisation de la ductilité du métal en vue de sa mise en 
forme ultérieure. Il élimine in fine les contraintes résiduelles. Un recuit de détensionnement, à 
plus basse température, pourrait éliminer les défauts latents, mais ne corrigerait pas non plus les 
défauts manifestes. On est donc conduit à utiliser en complément un procédé de planage. Un pla-
nage par traction avec faible déformation plastique, sur des feuilles découpées, permet d’éliminer 
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la plus grande partie des défauts latents comme manifestes. Pour garder un procédé continu, on 
pratique le planage sur des planeuses à rouleaux, par lesquelles une série de petites flexions, avec 
des petites déformations plastiques d’amplitude décroissante, corrige considérablement les dé-
fauts de planéité pour rester dans les marges de tolérances fixées par le client. 
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Figure  1-5.  (a) : défaut de planéité latent, (b) défaut de planéité manifeste. 
1.2.3 Quantification des défauts de planéité  
Les défauts de planéité sont quantifiés à partir d’une grandeur « IP » (index de planéité) mesu-
rable expérimentalement. En une position donnée de la largeur, cette grandeur est souvent définie 
comme le rapport de l’allongement d’une « fibre » matérielle par rapport à une longueur de réfé-
rence (éq. (1.1)).  
  5UI 10ref
ref
L L
IP
L

   (1.1) 
IP : index de planéité. 
La longueur de référence refL , qui varie d’une convention à une autre, doit être choisie avec 
prudence. En fait, l’utilisateur des instruments de mesures de planéité, qui définit la longueur de 
la fibre en rive comme une longueur de référence, est confronté à l’imprécision des mesures à cet 
endroit. Cette difficulté est due d’une part au phénomène de chute en rive, et d’autre part au fait 
que parfois le capteur de mesure à cet endroit peut ne pas être totalement couvert par la tôle. 
Afin de s’affranchir de ce problème, deux solutions sont possibles. Lref est définie comme : 
 la longueur de la fibre centrale ; 
 la longueur de la fibre la plus courte ; 
 la longueur de la fibre le long de laquelle la composante longitudinale du champ de 
contraintes résiduelles reste la plus proche de la traction imposée, à un endroit où des me-
sures sont prises. 
En revanche, cette grandeur, caractérisant le défaut de planéité, ne peut pas être directement 
déduite quand le défaut est caché sous l’effet de la traction au cours du laminage. D’autre part, 
elle est généralement supposée comme étant une déformation élastique longitudinale reprise par 
le flambage de chaque fibre matérielle quand la traction est relâchée. En conséquence, elle peut 
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être exprimée en fonction du profil de la contrainte longitudinale résiduelle (ou défaut latent), 
mesuré suivant une section transversale de la tôle, et le module d’Young du matériau : 
    51UI 10yiIP PE     (1.2) 
σyi : valeur de la contrainte longitudinale mesu-
rée en chaque point situé à la position yi de la 
largeur de la tôle (cf. figure 1-6). P est la 
contrainte de traction moyenne. 
Les expressions mentionnées dans les équa-
tions (1.1) et (1.2) permettent de qualifier 
l’ampleur d’un défaut, mais ne sont pas assez 
consistantes pour identifier sa géométrie. Pour 
cela, une formule dite de « steepness » est utili-
sée, supposant que le défaut engendré par le 
flambement a une forme de demi-onde sinusoï-
dale. L’évaluation d’un défaut implique alors le 
rapport f entre la flèche et la longueur de cette 
demi-onde, est exprimé en pourcentage (%). 
Afin de se ramener à une valeur exprimée en 
UI, ce rapport s’établit comme indiqué sur la 
figure 1-7 en supposant que l’ondulation a une 
forme sinusoïdale. 
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Figure  1-7. Forme d’une fibre matérielle ondulée ap-
prochée par une fonction sinusoïdale. Noter la flè-
che, la longueur d’onde, et leur rapport f. 
Ces diverses caractérisations des défauts de planéité donnent une estimation globale de la qua-
lité du produit, à partir d’une valeur en UI déterminée par comparaison entre une position donnée 
en largeur (le centre par exemple) et les rives (souvent prises conventionnellement à 40 mm de la 
vraie rive). On peut aller plus loin et utiliser non une valeur unique, mais une valeur variant en 
fonction de la largeur. Pawelski [ 11] propose une évaluation de l’indice de planéité IP dans la 
largeur de la bande suivant deux paramètres a2 et a4 selon une formule biquadratique décrivant la 
forme du défaut à une section transversale donnée. L’expression du défaut est alors : 
Figure  1-6. Un exemple (réel [ 5]) de me-
sure du profil de la planéité latente sui-
vant la largeur de la tôle au cours du la-
minage, en utilisant un rouleau de planéi-
té.  
 
 
σxx – P (MPa) 
Largeur (mm) 
yn y2 y1 
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 
2 4
2 4
2 2UI y yIP a a
b b
          
 (1.3) 
La forme des défauts que décrit la relation (1.3) n’est pas immédiatement perçue sans 
s’appuyer sur la figure 1-8. Cette figure permet de distinguer les différents types de défauts la-
tents en fonction des coefficients a2 et a4. En outre, en adoptant la relation (1.3), le défaut est 
supposé symétrique par rapport au centre de la tôle, ce qui n’est pas toujours vrai pour un grand 
nombre de cas de laminage. 
 
 
Figure  1-8. Exemple d’abaque permettant de distinguer le type et l’ampleur 
du défaut de planéité latent en UI suivant les paramètres a2 et a4 de la rela-
tion (1.3) [ 11] : les profils montrés représentent la forme du différentiel 
d’élongation suivant la largeur de la tôle en aval de l’emprise. 
1.2.4 Quelques dispositifs et méthodes utilisés pour les mesures des défauts  
1.2.4.i Mesures en ligne 
a) Mesures des défauts de planéité latents 
Par la mesure des contraintes internes : 
Au cours du laminage, lorsque les défauts de planéité sont latents, le seul moyen possible de 
les quantifier est de mesurer les contraintes internes. Dès lors, les défauts de planéité sont déduits 
de l’hétérogénéité de la contrainte longitudinale suivant la largeur de la bande. Un rouleau de 
planéité (ou stressomètre) est placé à une distance de l’ordre de 3 à 4m en aval d’une cage. Il est 
composé de plusieurs segments de 52 mm de largeur bc chacun. Chaque segment est en fait un 
capteur de force de contact avec la bande en défilement (cf. figure 1-9). C’est à partir de cette 
force résultante Fc(y) qu’il est possible de déduire la contrainte résiduelle longitudinale dans la 
bande σxx(y) suivant la relation ci-dessous : 
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   
 2 sin
2
c
xx
c
c
F y
y
h y b



     
 (1.4) 
h(y) est l’épaisseur suivant la largeur de la bande et αc désigne l’angle de contact entre la bande et 
chaque capteur du stressomètre.  
 
Tôle laminée

T(y)
Un capteur du rouleau de planéité
cF

 
 
Figure  1-9. Description du passage d’une tôle sur un capteur 
du rouleau de planéité (stressomètre). 
 
De cette manière, il est possible de reconstituer le profil de la contrainte σxx à travers la largeur 
de la bande, avec une résolution spatiale de 52 mm, afin de prédire une estimation du défaut qui 
pourrait se révéler dès l’élimination de la traction du laminage (cf. figure 1-10).  
 
σxx – P  (MPa) 
Largeur (mm) 
yn y2 y1 
 
y1 y2 
yn 
 
Figure  1-10. Profil du défaut latent suivant la largeur de la tôle au cours du laminage, qui 
est reconstitué à partir de différentes mesures fournies en chaque position yi par les capteurs 
du rouleau de planéité. 
Ce type d’instrument est capable de révéler les défauts cachés sous l’effet d’une traction de 
laminage assez élevée. Néanmoins, il est limité par plusieurs sources d’incertitudes sur les mesu-
res mentionnées par Steinier et al. [ 12] :  
 Les mesures prises par les rouleaux de planéité peuvent contenir des contraintes internes 
provenant d’un gradient thermique à travers la bande. Dans ce cas, les défauts de planéité 
latents ne sont plus représentatifs du produit refroidi. Toutefois, la compensation de cette 
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perturbation est possible en retranchant la contribution de la température, calculable par la 
thermo-élasticité. Cela nécessite une mesure de la température en chaque point de mesure 
de contrainte, ce qui est possible en utilisant des caméras infra-rouge. 
 Un mauvais alignement des rouleaux de planéité avec les cages du tandem, qui peut être 
évité à l’aide d’un système de contrôle automatique ajustant l’alignement de ces rouleaux. 
 Un recouvrement partiel des zones des extrêmes rives de la bande, qui signifie que le 
bord de la bande se trouve au milieu de l’un des capteurs du rouleau de planéité. A cet 
état, une correction peut être apportée sur l’équation (1.4), en ajustant bc  à la largeur ré-
elle de recouvrement du capteur par la tôle (uniquement à l’endroit où le recouvrement 
n’est pas total : c'est-à-dire à l’extrême rive).    
Remarque 1  :  
Sur un pupitre de contrôle, on observe souvent, superposée au profil, une valeur P, contrainte 
moyenne de traction, soit moy/ .trF b h . Ftr est la force de traction appliquée entre deux cages suc-
cessives, b et hmoy sont respectivement la largeur de la tôle et l’épaisseur moyenne2 de la tôle.    
Par la mesure des vitesses [ 13] : 
Au cours du laminage, suite à un différentiel d’élongation des fibres matérielles en sortie de 
l’emprise, celui-là même qui conduit aux défauts de planéité, un gradient transverse de vitesse de 
déformation se produit. Ce gradient s’atténue plus loin de la cage et la tôle retrouve un mouve-
ment de corps rigide. Partant de ce principe, Person [ 13] a développé un dispositif composé de 
plusieurs galets placés très près de la sortie de l’emprise. En roulant sur la tôle en défilement, ils 
sont capables de mesurer le gradient transverse de la vitesse (ou d’élongation) ∆V/Vref de la ma-
tière, à partir de laquelle il est possible de quantifier le gradient d’élongation, d’où le défaut de 
planéité ∆L/Lref  en UI (cf. équation (1.1)). L et V sont respectivement l’élongation d’une fibre et 
la vitesse locale, et Vref  est une vitesse de référence à une position donnée dans la largeur de la 
tôle, par exemple au centre. Toutefois, bien que cette méthode soit peu coûteuse, elle est limitée 
par le faible nombre de fibres mesurées en raison de l’encombrement des galets. De plus, les me-
sures par cette méthode peuvent êtres perturbées par :  
 Le glissement des rouleaux sur la surface de contact avec la tôle. 
 Le passage d’un défaut de planéité manifeste, apparent en ligne, sous les galets.  
b) Mesure des défauts de planéité manifestes 
Les mesures des défauts de planéité manifestes consistent à repérer les défauts géométriques 
de la tôle (ondulations, plis, « frisettes »…). Les appareils de mesure  les plus répandus utilisent 
des moyens optiques, bien que d’autres systèmes basés sur les propriétés électroniques et élec-
tromagnétiques soient développés (le Méplaca par exemple [ 14]). En outre, ces différents types 
de techniques de mesures sont généralement sans contact entre l’appareillage et le produit, ce qui 
évite de créer des défauts de surface (rayures).  
Coupe optique [ 15]  
Le procédé de la coupe optique consiste à projeter une ligne lumineuse droite transversale-
ment à la surface de la tôle à partir d’une source lumineuse (cf. figure 1-11). La projection de 
cette ligne décrira le profil de planéité manifeste suivant la largeur de la table, qui sera enregistré 
et stocké par un système d’acquisition. Un enregistrement périodique au cours du défilement de 
                                                   
2 Epaisseur moyennée suivant la largeur de la table sur une section transversale de la tôle qui est souvent non rectangulaire 
(cf. la définition du bombé tôle dans le paragraphe  1.3.5). 
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la tôle lors du laminage permet de reconstituer la forme tridimensionnelle de celle-ci. Cependant, 
cette méthode demande un temps d’acquisition assez long pour une précision de mesure peu sa-
tisfaisante. 
   
Lign e d e c oup e
Sourc e lumineu se
Tôle la min ée
C am éra
 
Figure  1-11. La coupe otique. 
 
La méthode des moirés [ 16, 17] 
La méthode des moirés consiste à projeter une grille lumineuse (ou une série de lignes lumi-
neuses perpendiculaires au sens du laminage [ 17]) sur la surface de la tôle (cf. figure 1-12). Les 
défauts géométriques de cette dernière causent une distorsion de la grille ; cette distorsion, super-
posée à l’image initiale, forme une image de moiré capable de décrire les défauts de planéité ma-
nifestes, et enregistrée à l’aide d’une caméra CCD. En revanche, les défauts de planéité ins-
tationnaires (de type bords longs ou centre long par exemple) présentent une certaine difficulté 
pour ce type de mesures. De ce fait, des prises séquentielles de mesures à des temps d’acquisition 
suffisamment courts, et synchronisés par rapport à la vitesse du laminage, sont nécessaires dans 
le but de décrire la planéité du produit au cours de son défilement. Toutefois, cette procédure ne 
sera plus assez précise pour des vitesses de laminage élevées.  
Grille ou lignes lumineuses 
projetées sur la surface de 
la tôle
 
Figure  1-12. Visualisation des défauts de planéité manifestes d’une 
tôle à l’aide de la méthode de moirés. 
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Remarque 2  : 
Les grilles ou les lignes lumineuses qu’on vient de citer, peuvent être de différentes natures. 
Elles peuvent provenir d’une projection de rayons laser qui forment des lignes (ou une grille) sur 
la surface de la tôle. Ou bien ce sont des franges provoquées par l’interférence de deux ondes 
lumineuses provenant de deux sources différentes (ce qui est le cas de la figure montrée ci-des-
sus : figure 1-12).   
La télémétrie à balayage [ 18] 
Cette méthode ressemble aux précé-
dentes, sauf qu’ici un faisceau laser est pro-
jeté perpendiculairement à la surface de la 
tôle (cf. figure 1-13). Une caméra CCD est 
capable de repérer le point d’impact et de 
définir sa position spatiale par rapport à une 
référence. À partir de l’altitude de ce point, 
on est alors capable de déduire localement 
l’amplitude du défaut manifeste. De plus, 
afin de balayer toute la surface de la tôle, un 
miroir est souvent mis en place permettant 
de dévier le faisceau laser d’un point 
d’impact à un autre, ce qui limite cette pro-
cédure aux faibles vitesses de laminage.    
 
Le « Meplaca » [ 14] 
C’est un dispositif qui a été récemment 
mis au point par ArcelorMittal et qui fait 
encore l’objet de quelques améliorations. 
Le « Meplaca » est une série d’armatures 
de condensateurs alignés selon la largeur de 
la tôle en défilement, à une distance de 
quelques centimètres (5 à 10 cm) de la sur-
face de celle-ci (cf. figure 1-14). Au cours 
du défilement de la tôle, le Meplaca enre-
gistre les variations de tension électrique 
correspondant à la distance qui sépare les 
armatures de chaque condensateur de la 
surface de la tôle. Cela nécessite alors un 
calibrage liant ces deux grandeurs (cf. fi-
gure 1-15). De cette manière, une carto-
graphie décrivant la forme géométrique du 
produit est déduite, comme le montre la 
figure 1-16. Ce dispositif est peu coûteux 
par rapport aux autres précédemment cités, mais est astreint à respecter une distance de sépara-
tion adéquate. La distance doit être suffisante pour que le dispositif ne soit pas heurté par la tôle, 
quand elle présente des défauts géométriques de forte amplitude. Mais la tôle doit être assez pro-
che pour ne pas perdre le signal électrique généré par les condensateurs.  
Remarque 3  : 
Dans certains cas de laminage, en particulier pour de très faibles réductions, un différentiel 
d’élongation suivant l’épaisseur est fréquemment rencontré, avec les gradients de contraintes 
résiduelles correspondants. Pour des épaisseurs de tôle assez faibles, la mesure de ces contraintes 
Figure  1-14. Le Meplaca [ 14]. 
 
Source lumineuse
Caméra
∆z Référence
Déviation du faisceau émis
Tôl
e
Figure  1-13. La technique de mesure des défauts 
manifestes d’une tôle à l’aide de la méthode de té-
lémétrie à balayage. 
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résiduelles ou des défauts latents suivant l’épaisseur est très difficile. Ainsi, ce que mesurent les 
rouleaux de planéité par exemple, est le profil transversal de la moyenne dans l’épaisseur de la 
contrainte interne longitudinale.  Ce problème ne se pose pas dans les cas de faibles épaisseurs et 
à forte réduction, où le gradient des contraintes résiduelles suivant l’épaisseur de la tôle est né-
gligeable. 
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Figure  1-15. Courbe de calibrage des capteurs du Meplaca : relation 
entre la distance qui sépare un capteur de la surface de la tôle et la 
tension électrique enregistrée [ 14]. 
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Figure  1-16. Un exemple de défaut de planéité manifeste mesuré par 
le Meplaca [ 14]. 
Toutes ces techniques de mesures en ligne sont généralement confrontées aux problèmes de 
vibration et aux états de surface de la tôle, pouvant entraîner des erreurs d’estimation des défauts 
de planéité. En outre, les équipements doivent être protégés contre la température générée lors du 
laminage, en particulier en laminage à chaud, et contre la vapeur dégagée pour éviter leur dégra-
dation.     
1.2.4.ii Mesures hors ligne 
Une mesure hors ligne est prise sur une portion (échantillon) de tôle découpée et posée sur une 
table ou suspendue.  
Les méthodes des moirés et la télémétrie à balayage optique, citées précédemment, sont no-
tamment applicables dans le cadre de mesures hors ligne, tout en s’affranchissant des difficultés 
provenant de l’aspect instationnaire de certains types de défauts manifestes. Un autre principe, le 
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plus simple, consiste à mesurer à la règle les amplitudes des défauts géométriques (cf. figure 1-
17). Par contre, comme mentionné dans le paragraphe  1.2.2, même si une tôle flambe quand elle 
est relâchée, il se peut que les contraintes résiduelles ne soient pas totalement relaxées. C’est en 
effet la raison pour laquelle Palkowski et al. [ 19] découpe en bandelettes l’échantillon considéré 
dans le sens du laminage. De cette manière, les défauts de planéité sont plus précisément quanti-
fiés par cette méthode connue sous le nom de « fendage ». Il est clair que cette méthode n’est pas 
la plus sophistiquée, mais elle permet d’obtenir des mesures adéquates sans demander une ins-
trumentation coûteuse. Par ailleurs, une méthode de mesure par rayons X, qui paraît plus avancée 
et non destructive, est capable de caractériser les défauts latents de la tôle risquant de se révéler 
chez le client. Par contre, cette méthode présente une certaine lourdeur de mise en œuvre. En 
effet, les défauts latents sont visualisés via l’effet des contraintes résiduelles sur les distances 
entre plans atomiques, mesurées par la diffraction des rayons X. Cette interaction dépend des 
caractéristiques intrinsèques et de la texture du matériau (propriétés mécaniques, anisotropie, 
etc…). La méthode a besoin d’une référence à contrainte nulle sur le même matériau. La diffi-
culté réside donc dans le besoin d’une tôle ayant les mêmes propriétés, en particulier la même 
texture, sans contraintes résiduelles. Une solution proposée consiste à récupérer un bout de tôle 
de la même bobine après un recuit de détensionnement. Ce recuit permet d’effacer les contraintes 
résiduelles à l’issue du procédé du laminage, tout en conservant les propriétés mécaniques et la 
texture du produit. 
 
Figure  1-17. Mesure hors ligne et à la règle d’un défaut 
de planéité manifeste [ 1].  
1.3 Quelques éléments techniques sur le laminage 
Dans ce paragraphe, on cite quelques éléments techniques qui permettent de contrôler le lami-
nage. Ils offrent aux lamineurs la possibilité d’intervenir d’une manière ou d’une autre dans le 
but d’optimiser la qualité du produit, pour chaque bobine. 
1.3.1 Exemples de cages de laminoirs utilisées 
La figure 1-18 illustre quelques types de cages que nous allons décrire, du plus simple au plus 
complexe. La plus simple est la cage Duo avec seulement deux cylindres de travail (cf. § 1.3.2) de 
grands diamètres. Par contre, les cages Quarto sont constituées également de deux cylindres de 
travail, mais de plus faible diamètre, et qui sont soutenus par deux cylindres d’appui ayant un 
gabarit plus important (cf § 1.3.3). Dans les cages Sexto, des cylindres d’appui intermédiaires 
additionnels permettent un contrôle plus fin de la planéité grâce aux possibilités offertes par leur 
translation latérale [ 20]. Enfin, les cages Sendzimir sont beaucoup moins conventionnelles : vingt 
cylindres sont disposés en grappe ; les cylindres de travail sont de faible rayon. Ce type de cages 
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permet le laminage des produits très durs et minces tels que les aciers inoxydables [ 20]. On note-
ra que plus les cylindres d’appui sont nombreux, plus les cylindres de travail peuvent être petits. 
Notons qu’un train tandem n’est pas forcément constitué d’un seul type de cage : on associe 
parfois des cages sexto à des quartos, à des positions critiques, pour assurer au mieux le contrôle 
de la planéité. 
 
Figure  1-18. Différents types de cages de laminoirs couramment utilisés : les 
flèches représentent des efforts qui sont mis en jeu au cours du laminage [ 5]. 
1.3.2 Cylindres de travail 
Les cylindres de travail sont les principaux éléments de la cage en contact avec la bande à la-
miner. Les efforts de laminage exercés par les actionneurs sont transmis à cette dernière dans la 
zone de contact connue sous le nom d’« emprise ». Par ailleurs, le diamètre de ces cylindres a un 
effet déterminant sur la longueur de contact. D’une part, en l’absence de déformation élastique, la 
longueur de contact est approximativement en .R h  (R est le rayon des cylindres de travail et 
∆h est la réduction de l’épaisseur de la tôle). La force de laminage croît donc mécaniquement au 
moins comme R . D’autre part, l’aplatissement des cylindres, fonction de la force de laminage 
elle-même fonction croissante de la longueur de contact, amplifie encore cet effet. C’est ainsi 
qu’on peut mettre en évidence, en laminage à froid, l’influence considérable du diamètre sur 
l’énergie consommée lors du laminage (c’est-à-dire sur le couple de laminage), ainsi que sur la 
qualité du produit laminé (en particulier sur la planéité). Les études théoriques montrent que la 
pression de contact dans cette zone et l’effort de laminage sont de plus en plus faibles quand le 
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rayon des cylindres de travail diminue. Il en va de même pour le couple, du fait d’un moindre 
travail dissipé par le frottement, ce qui va dans le sens d’une économie d’énergie. D’autre part, 
l’élargissement, non souhaitable, de la tôle est plus faible quand les cylindres de travail sont de 
faible rayon. Toutefois, minimiser ces diamètres doit respecter les limites technologiques accep-
tables. 
Les avantages apportés par la réduction des diamètres des cylindres de travail font partie des 
raisons, parmi d’autres, pour lesquelles les laminoirs Sexto et Sendzimir, respectivement à 6 et à 
20 cylindres, ont été inventés et utilisés par un certain nombre de groupes industriels. En revan-
che, les laminoirs Quarto se sont imposés par leur simplicité comme laminoirs courants pour le 
laminage à froid [ 7].  
1.3.3 Cylindres d’appui 
Les cylindres de travail de faible diamètre sont susceptibles de fléchir, ce qui incite à 
l’utilisation des cylindres d’appui. Ces cylindres d'appui sont généralement de rayon plus grand 
que celui des cylindres de travail qu’ils soutiennent, afin d’être suffisamment rigides pour empê-
cher leur flexion. Cela minimise l’hétérogénéité de la réduction d’épaisseur et de la répartition de 
l’effort du laminage dans la largeur du produit dans l’emprise, et permet de limiter les défauts de 
planéité (cf. § 1.2). Enfin, l’effort de laminage est une traduction de l’effort de serrage exercé sur 
les cylindres d’appui, à partir duquel la planéité du produit sera contrôlée.  
1.3.4 Bombé thermique 
L’échauffement des cylindres de travail lors du laminage, qui a plusieurs origines (déforma-
tion plastique de la tôle, frottement,…), induit une expansion thermique des outils. Cette expan-
sion est la plupart du temps hétérogène dans l’emprise, en particulier dans le sens transversal de 
la table, suivant lequel un gradient thermique est souvent observé. Cet échauffement est contrôlé 
par un système d’arrosage des cylindres et de la bande à raison de plusieurs dizaines de mètres 
cubes par minute [ 21]. En effet, si cet échauffement n’était pas absorbé par l’arrosage, les tempé-
ratures du produit et de l’outil pourraient atteindre ou dépasser les 200°C, ce qui poserait des 
problèmes de planéité impossibles à gérer pour deux causes principales :  
 bombé thermique excessif des cylindres ;  
 forts gradients de contraintes internes d’origine thermique dans le produit, cause supplé-
mentaire de flambage. 
1.3.5 Bombé tôle 
Dès le laminage à chaud, dans la partie centrale sous l’emprise (au centre de la brame), les 
forces latérales de frottement s’opposent à l’écoulement transverse de la matière. Cet effet dû au 
frottement devient de plus en plus limité vers les rives, ce qui facilite la déformation latérale de la 
tôle laminée dans ces zones. De ce fait, la composante d’aplatissement de la déformation des 
cylindres de travail (cf. §  1.2.1) devient de moins en moins importante en rive, là où la déforma-
tion plastique est plus facile qu’au centre, d’où le bombé tôle. Cet aplatissement et la flexion des 
cylindres de travail conduisent à l’hétérogénéité transverse de l’épaisseur de la brame, qui est 
généralement plus épaisse au centre qu’aux bords. Le bombé tôle n’est pas considéré comme un 
défaut géométrique en soi, mais s’il est excessif, il joue un rôle déterminant dans la génération 
des défauts de planéité [ 22]. Le produit livré doit aussi respecter des tolérances en bombé (ou 
défaut de profil), pour des questions d’utilisation sur les lignes de mise en forme ultérieure. 
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 Bombé tôle
demi épaisseur
section transversale d'une tôle
 
Figure  1-19. Représentation simplifiée d’une coupe transversale d’une tôle 
présentant un bombé : « bombé tôle ». 
Remarque 4 : 
La plupart du temps, la diminution de l’épaisseur est plus importante en rives : « chute en 
rive ». Ce mécanisme est nettement plus faible en laminage à froid, où l’épaisseur devient très 
petite par rapport à la largeur. En revanche, le « bombé tôle » reste conservé et omniprésent de-
puis le laminage à chaud, malgré les techniques adoptées afin de le limiter. Parmi ces techniques, 
on distingue le « bombé cylindre » (cf. §  1.3.6) qui a pour but de compenser le « bombé tôle ».  
1.3.6 Bombé cylindre  
Le « bombé cylindre » décrit la variation du diamètre d’un cylindre entre le centre et les ex-
trémités de celui-ci. Il est de l’ordre de quelques centièmes de millimètres et il constitue une pré-
compensation de la flexion globale de la cage. Le « bombé cylindre », en particulier le bombé 
des cylindres de travail, est une alternative déterminante pour contrôler la planéité du produit. En 
fait, les bombés de rectification des cylindres d’un tandem à froid (de forme parabolique) sont 
généralement dimensionnés pour pouvoir viser une planéité en léger centre long en première et 
dernière cage. Cela permet l’auto-centrage de la bande dans le laminoir. Sur les cages intermé-
diaires, une planéité en bords longs est plutôt visée pour limiter les ruptures de bandes, car sur un 
train tandem, les niveaux de traction sont très élevés sur les cages intermédiaires. A la sortie des 
tandems, la traction est beaucoup moins élevée (traction bobineuse), là où généralement des rives 
tendues sont souhaitées.  
Le bombé nécessaire pour obtenir in fine une tôle plane varie en fonction du processus et des 
conditions de laminage. Par exemple, une cage Quarto fléchit de manière très différente d’une 
largeur du produit laminé à une autre : idéalement, des gammes de bombés différents doivent être 
utilisés. Néanmoins, pour des raisons de productivité (changements de cylindres moins fréquents) 
de plus en plus de tandems utilisent un unique bombé de rectification sur le cylindre de travail, 
quelle que soit la largeur du produit laminé. Mais cette pratique se fait au détriment de la qualité 
du produit. 
 
Bombé cylindre
Diamètre du cylindre
 
Figure  1-20. Schéma représentatif d’un cylindre d’un laminoir présentant 
un bombé : « bombé cylindre ».  
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1.3.7 Serrage et équilibrage des cylindres 
Le système de serrage applique des 
efforts sur les empoises d’appui qui, 
par les roulements, les transmettent 
aux cylindres d’appui (appelés aussi 
de soutien). C’est à partir de la régula-
tion de ces efforts de serrage que 
l’épaisseur désirée du produit en sortie 
de cage est assurée. D’autre part, le 
poids des cylindres supérieurs (d’appui 
et de travail) est supporté en l’absence 
de bande par les forces d’équilibrage 
appliquées entre les empoises des deux 
cylindres de travail. Sous charge, les 
actionneurs « WORB » (Work Roll 
Bending)  ou d’équilibrage s’opposent 
à la flexion des cylindres de travail. 
Par ailleurs, au cours du laminage, les 
lamineurs utilisent les « actionneurs 
FOX » ou de cambrage, qui sont des 
vérins situés entre les empoises des 
cylindres d’appui et des cylindres de 
travail, afin de modifier la flexion de 
ces derniers. De cette manière, ils mo-
difient la répartition transversale de l’effort de laminage.  Ainsi, ces deux types d’effort (cam-
brage - équilibrage) sont utilisés pour modifier certaines conditions de laminage tels que les pro-
fils géométriques des cylindres dans l’emprise, qui agissent considérablement sur la planéité du 
produit. Ces actionneurs permettent de corriger les défauts simples de bords longs ou de centres 
longs symétriques (cf. § 1.2.2). Par opposition à l’actionneur « figé » qu’est le bombé de rectifica-
tion des cylindres présenté en §  1.3.6, l’adaptabilité de ces actionneurs est utilisée pour corriger 
d’une part les variations de flexion des cylindres liées aux variations des conditions de laminage 
d’une bobine à la suivante (force de laminage, liée à la variation de largeur, d’épaisseur et de 
dureté produit…), d’autre part pour compenser les perturbations de la planéité en cours de lami-
nage d’une même bobine (variations intra-bobine de la dureté, du profil d’épaisseur entrante en 
sens travers …). 
1.3.8 Traction en laminage 
Les niveaux de traction couramment utilisés en laminage sont toujours nettement inférieurs à 
la limite élastique de l’alliage. Néanmoins, pour un laminoir de grande largeur, ceci conduit à des 
efforts considérables. La traction dépend de la nature de l’alliage, de la largeur et de l’épaisseur 
de la pièce laminée, etc… 
Un premier effet important des tractions est leur action sur la ligne neutre. A l’entrée de 
l’emprise, la vitesse périphérique des cylindres de travail est plus importante que celle de la 
bande. Or, du fait de la réduction de l’épaisseur dans l’emprise, l’augmentation de la vitesse de la 
bande, par le principe de la conservation du débit de matière, inverse cette tendance. Ainsi, la 
vitesse relative de la bande par rapport à la vitesse périphérique des cylindres, passe d’une valeur 
négative à une valeur positive de l’amont vers l’aval. Par conséquent, cette vitesse relative (glis-
sement) s’annule quelque part sous l’emprise, le long d’une « ligne neutre » (cf. figure 1-22). La 
position de cette ligne neutre est fortement sensible à la traction de laminage imposée de part et 
d’autre de l’emprise : elle est de plus en plus amenée vers l’amont si la bande est plus tirée en 
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Figure  1-21. Illustration simplifiée des diffé-
rents efforts mis en jeu et exercés par les ac-
tionneurs au cours du procédé de laminage. 
 
Chapitre 1. Généralités sur le laminage 
 23 
aval, et vice versa. Un déséquilibre important entre les deux efforts de traction amont et aval peut 
provoquer un déplacement considérable de la ligne neutre. Si c’est la traction amont qui est trop 
forte, elle peut faire sortir la ligne neutre de l’emprise côté sortie, ce qui signifie une perte 
d’entraînement de la bande par les cylindres de travail : c’est ce que l’on appelle le patinage, qui 
se traduit souvent par une dégradation du contrôle de l’épaisseur et autres paramètres de lami-
nage, d’où la détérioration du produit.  
Les tractions permettent d’autre part de diminuer les pressions de contact et les forces de la-
minage. On peut expliquer ce phénomène par le fait que les tractions imposées en amont et en 
aval d’une cage sont transmises sous l’emprise, où elles vont intervenir dans le mécanisme de 
l’écrasement plastique de la bande (cf. figure 1-22). En effet, pression de contact et traction sont 
deux composantes de contrainte, qui collaborent via le critère de plasticité pour assurer la défor-
mation plastique: une augmentation de l’un des efforts de traction s’accompagne d’une diminu-
tion de la pression des cylindres. Une des conséquences est la diminution des efforts de frotte-
ment. Cela explique l’intérêt de laminer sous traction pour minimiser les efforts de laminage, ce 
qui permet de :  
 diminuer les pertes d’énergie dues aux efforts de frottement (cf.  1.3.2) ; 
 minimiser les déformations de la cage par l’effet du soulagement des efforts de serrage, 
ce qui permet de mieux profiter des avantages des cylindres de travail à faible diamètre 
(cf.  1.3.2).  
 
Cylindre de travail
Bande
Un point de la ligne neutre
Vitesse relative 
V
cylindre-V
tôle
Traction avalTraction amont
contribution de la traction 
aval
contribution de la traction 
amont
contribution de la pression 
de contact
contribution de la pression 
de contact  
Figure  1-22. Représentation de la ligne neutre dans l’emprise, ainsi que les 
contributions de la pression de contact et des efforts de laminage à la dé-
formation plastique du matériau dans l’emprise. 
Remarque 5 :  
1- La traction à chaque intercage aide aussi à transmettre une puissance disponible d’une cage 
vers une autre.  
2- La traction efface les défauts géométriques de la bande (ondulations, frisettes, etc…) en-
gendrés par le flambage (cf. §  1.2.2), ce qui permet de régulariser le débit de la matière entre 
deux cages successives. Cela permet également de maintenir la bande tendue afin de : 
 Présenter à l’entrée d’une cage une bande plate qui ne plisse pas, surtout dans les cas de 
fortes réductions. 
 Maintenir la bande le plus plat possible à la sortie des cylindres pour des mesures correc-
tes de l’épaisseur. 
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CH.2 Etudes bibliographiques et position du problème    
2.1 Principaux phénomènes physiques mis en jeu pour les problèmes de pla-
néité en laminage 
La déformation des cylindres en laminage (aplatissement, flexion, bombé thermique) induit 
une hétérogénéité de l’élongation en sortie d’emprise dans le sens de la largeur de la bande. Cette 
hétérogénéité engendre l'apparition de contraintes résiduelles pouvant dépasser un niveau critique 
pour entraîner le flambage. Dans le contexte de laminage, ce flambage est aussi désigné sous le 
nom de défaut de planéité (cf. figure 2-1). Ces défauts apparaissent alors sous forme 
d’ondulations de topologie et d’orientation diverses et parfois complexes. Par ailleurs, le flam-
bage conduit à la réorganisation du champ de contraintes dans la tôle laminée et peut influencer 
l’emprise. Par conséquent, le problème mécanique du laminage inclut un couplage de plusieurs 
phénomènes : 
 la déformation élastique des cylindres de travail ; 
 la déformation élasto-(visco)plastique de la bande dans l’emprise ; 
 le flambage hors emprise. 
La température lors du laminage peut intervenir par :  
 l’expansion thermo-élastique des cylindres de la cage, qui modifie leur géométrie (bombé 
thermique) (cf. §  1.3.4) ; 
 l’apparition des contraintes d’origine thermique qui sont parfois non négligeables ;   
 la dilatation de la bande et son adoucissement thermique suite à une élévation de la tem-
pérature. 
La dilatation est un phénomène secondaire en laminage à froid ; quant à l’adoucissement, il 
est surtout présent en laminage à chaud, ou alors dans des cas particuliers (aluminium, acier 
inoxydable, etc.) pour des raisons métallurgiques diverses. 
La figure 2-2 donne une illustration des différents types de couplage qui doivent être pris en 
compte pour une modélisation complète du laminage. C’est en se basant sur cette analyse préli-
minaire que nous allons axer notre étude bibliographique. 
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Remarque 6 : 
Les températures atteintes en laminage à froid sont dans la gamme 100 - 150°C, ce qui n’est 
pas négligeable. En fait, ce qui engendre les contraintes d’origine thermique, c’est l’hétérogénéité 
de la température. Supposant celle-ci relativement faible, nous ne ferons que des analyses iso-
thermes dans ce document. Bien évidemment, il serait utile de tester ultérieurement l’impact de 
cette simplification, sachant que dans l’état actuel, le logiciel qu’on développe le permet a priori.  
 
   
 
Figure  2-1. Défauts de planéité en laminage. 
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Figure  2-2. Les différents phénomènes à coupler afin de modéliser le laminage. 
2.2 Axes de l’étude bibliographique 
La bibliographie du laminage est considérable et très diversifiée ; elle couvre les différents as-
pects de ce procédé (mécaniques, chimiques, métallurgiques, tribologiques, productiques...). Ces 
domaines assez variés interviennent, de manière directe ou indirecte, dans la qualité des tôles 
laminées, en particulier dans la planéité. Or, compte tenu de notre objectif, nous avons plutôt 
orienté cette étude bibliographique sur la planéité en laminage et les phénomènes mécaniques qui 
lui sont directement liés, comme expliqué dans le paragraphe précédent. Citons en particulier :  
 la déformation élastique de la cage et la déformation élastique-viscoplastique de la tôle 
(cédage),  
 le flambage sous contraintes résiduelles.  
Nous nous sommes aussi limités particulièrement au laminage à froid, étant donné que c’est à 
ce stade qu’on lamine des tôles très fines qui sont les plus susceptibles de flamber. De plus, nous 
négligeons les effets thermiques en laminage à froid, qui sont dus au frottement et à la déforma-
tion plastique dans l’emprise. Ainsi, la présente étude bibliographique ne met pas l’accent sur les 
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aspects thermiques en laminage, sachant qu’un couplage thermique a été précédemment introduit 
dans Lam3/Tec3 par Haquin et al. [ 2,  3,  4].  
2.3 Analyse bibliographique sur la modélisation du laminage  
2.3.1 Classification des modèles de laminage 
Développer un modèle complet de laminage qui prend en compte tous les couplages détaillés 
dans la figure 2-2 est une tâche difficile et complexe. Ainsi, cette modélisation présente un défi 
qui reste difficile à relever, ce qui fait qu’aucun modèle complet n’a été réalisé à ce jour. En re-
vanche, certains modèles de la littérature, conçus sur des bases plus ou moins simplificatrices, 
sont capables de reproduire quelques phénomènes rencontrés au cours du laminage (déformations 
de la cage et de la bande, phénomènes thermiques, répartitions des contraintes résiduelles hors 
emprise, flambage etc.). Mais ces modèles diffèrent par leurs complexité, précision, domaine de 
validité, et par les fondements physiques pris en compte. Or, les modèles les plus précis sont 
souvent les plus complexes et les plus coûteux. Les besoins de l’industrie permettent de dégager 
trois types de modèles : 
 Les modèles « on-line » doivent répondre en temps réel aux besoins des préréglages et ré-
gulations des laminoirs. Ils ne peuvent être fondés que sur des formules très simples com-
portant quelques coefficients ajustés soit par référence à une base de données de cas, soit 
par régression de résultats de modèles plus complexes.  
 Les modèles « off-line », plus élaborés, que leur temps de réponse plus long ne permet 
pas d’utiliser comme les modèles « on-line ». On peut ici distinguer : 
o des modèles complets, généralement sur la base de la Méthode des Eléments Finis, 
qui servent de modèles de référence pour la compréhension fine des phénomènes. 
o Des modèles plus simples utilisant souvent, pour le laminage des tôles minces, la 
méthode des tranches (cf. §  2.3.2.i). Validés par comparaison avec les précédents, 
ils servent à des études sous forme de campagnes de calcul, utiles pour concevoir 
des cages de laminoir, des gammes de laminage, des dispositifs annexes divers. 
L’analyse bibliographique du paragraphe n’aborde que les modèles off-line, en commençant 
par les modèles simples.  
2.3.2 État  de l’art sur la modélisation du laminage 
Ce thème forme le soubassement du modèle dont nous partons, pour lequel nous renvoyons à  
la référence [ 4]. Nous avons considéré que les modèles de déformation de cage qui y sont inté-
grés sont suffisants et que la priorité est de développer des méthodes permettant d’enrichir le 
calcul de bande, pour en déduire de façon fiable les défauts de planéité. C’est pourquoi nous ré-
duisons l’analyse de la bibliographie de ce thème à un rapide survol historique, en insistant sur la 
prise en compte de l’hétérogénéité dans le sens transverse dans l’emprise.    
2.3.2.i Modèles de calcul de bande 
Les  modèles les plus anciens de calcul de la déformation de bande ont été depuis longtemps 
fondés sur la méthode des tranches en 2D [ 23, 24]. Généralement, dans ce formalisme assez sim-
ple, la zone sous l’emprise est considérée totalement plastifiée, le matériau est supposé rigide - 
plastique et la résolution du problème se restreint à l’intégration de l’amont vers l’aval de 
l’équation de von Karman (équation d’équilibre horizontal dans laquelle on a tenu compte du 
critère de plasticité). Les modèles ultérieurs sont relativement plus généraux ; lorsqu’une bande 
rentre avec un bombé, les champs de contrainte vont dépendre de la coordonnée transverse y, ce 
qui conditionne la déformation des cylindres : les auteurs optent pour des approches pseudo-3D, 
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fondées sur la juxtaposition dans le sens travers de calculs 2D longitudinaux par la méthode des 
tranches [ 11, 25]. Le modèle plastique, fondamentalement 2D, néglige tout écoulement trans-
verse, ce qui est valide pour le centre de la bande. Mais la déformation plastique de la bande pré-
sente un caractère 3D en particulier au voisinage des rives (élargissement, relaxation des 
contraintes). Pour les prendre en compte, Wiklund et al. [ 25] diminuent la contrainte 
d’écoulement de 15% en rive, sur une zone de largeur supposée égale à l’épaisseur de la tôle.  
Tozawa [ 26] préfère inclure une déformation transverse εyy, qu’il suppose proportionnelle à 
εxx. Or, afin de respecter l’équilibre des contraintes dans l’emprise par rapport aux tractions 
amont et aval de laminage (cf. figure 1-22), l’hétérogénéité transverse de la déformation de la 
bande est compensée par une déformation élastique longitudinale en entrée et en sortie de 
l’emprise. C’est une des premières analyses de la complexité du champ de contrainte au voisi-
nage immédiat de l’emprise, bien démontrée par les analyses par éléments finis. Matsumoto 
[ 27, 28] adopte une démarche similaire, mais enrichit cette dernière par l’intégration de l’équation 
d’équilibre dans la direction transverse. Ceci revient à introduire la moyenne suivant x, à une 
position donnée en y, de la composante de la déformation plastique transversale εyy dans 
l’emprise. Cette dernière s’exprime en considérant l’incompressibilité de la déformation plasti-
que, pour un problème de déformation plane, comme suit : 
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he : épaisseur à l’entrée de l’emprise ; hs : épaisseur en sortie de l’emprise. 
Le différentiel d’allongement est ensuite déterminé par (2.2) dans laquelle moyyy  intervient. 
       1moyyy xx zzy y y           (2.2) 
où ∆ signifie le différentiel des variables suivant la largeur des cylindres (valeur locale en y - 
valeur moyenne).  
La compensation élastique permet d’observer l’influence des tractions amont et aval de lami-
nage sur l’emprise. En revanche, dans [ 26- 28] les auteurs supposent la bande rigide hors emprise, 
ce qui parait incorrect au vu des modèles plus récents [ 2,  3,  4]. En réalité le retour élastique redis-
tribue les champs de contraintes, ainsi que de vitesse, surtout au voisinage de l’emprise. Ces au-
teurs supposent aussi que la longueur de contact est invariable suivant la largeur, autre hypothèse 
non confirmée, qui revient à dire que l’hétérogénéité du profil de contrainte à l’entrée et à la sor-
tie de l’emprise reste identique.   
Pour caractériser le problème de cédage en prenant en compte plus rigoureusement 
l’élargissement de la bande lors de son écrasement sous l’emprise, Dixon et al. [ 29] ont déve-
loppé un modèle dans lequel ils utilisent une méthode asymptotique. Elle consiste à développer 
l’épaisseur – donc la réduction – et le champ de déplacement longitudinal en série entière. 
0 1
0 1
( , ) ( ) ( , ) ...
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u x y u x au x y
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  
  
 (2.3) 
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u : déplacement longitudinal ; 
h : épaisseur de la tôle. 
Après avoir injecté ces variables dans les équations d’équilibre et la loi de comportement, les 
auteurs négligent les termes d’ordre supérieur ou égal à 1. Ainsi, la résolution du problème de-
vient assez simple, et aboutit à une expression analytique de la solution du problème, en particu-
lier l’expression de la déformation latérale due à l’élargissement. Cette expression analytique 
fournit assez rapidement des résultats pour des conditions de laminage données. Mais elle fait 
apparaître un terme qui lie l’élargissement à la composante latérale de la contrainte de frottement, 
qui ne peut être identifiée qu’à partir de données expérimentales, et encore difficilement [ 30, 31]. 
Les modèles de calcul de bande qu’on vient de décrire se limitent à l’emprise, en considérant 
que cette dernière est totalement plastifiée lors du laminage. Ceci n’est pas tout à fait exact, étant 
donné l’existence dans l’emprise de zones élastiques en contact, qui peuvent prendre une impor-
tance notable dans certains cas (double réduction, skin pass…). De plus, la prédiction des défauts 
de planéité se limite à l’observation des profils des contraintes en sortie de l’emprise, en particu-
lier de la contrainte longitudinale. Par exemple, ils prévoient un centre long si cette contrainte est 
compressive au centre de la bande et des bords longs si elle est compressive en rives. Pour lever 
ces limites, et pour prendre en compte de façon plus naturelle et fiable le caractère 3D des écou-
lements, la méthode des éléments finis (MEF) paraît plus appropriée. Plus généralement, elle 
offre une opportunité d’analyser de manière globale et consistante le procédé de laminage. 
L’utilisation de la méthode des éléments finis dans le calcul de bande en laminage date des 
années 1970, d’abord en 2D [ 32]. L’avantage essentiel de la méthode, par rapport à celles qui ont 
été décrites précédemment, est sa capacité à traiter exactement des problèmes 3D. C’est donc très 
rapidement vers le 3D que les modèles éléments finis se sont dirigés. Par ailleurs, les modèles 
itératifs stationnaires utilisant une topologie de maillage structuré de la bande paraissent les 
mieux adaptés au laminage, offrant une certaine rapidité jointe à une bonne précision. Le mail-
lage structuré utilisé par ce type de modèles est constitué d’éléments hexaédriques tridimension-
nels à huit nœuds ; il est construit par alignement dans la direction de laminage d’une série de 
sections transversales bidimensionnelles, de topologies identiques et composées de mailles à qua-
tre nœuds (cf. figure 2-3). Ainsi, les nœuds du maillage forment des lignes de courant suivant les-
quelles les variables d’état peuvent être intégrées dans le cadre d’une formulation quasi-
eulérienne (méthode d’intégration des lignes de courant), qui élimine toute discrétisation tempo-
relle. Comme la forme initiale du domaine quasi-eulérien diffère de la forme réelle, ne serait-ce 
que du fait de l’élargissement, une correction itérative est nécessaire. Partant de la détermination 
de la composante transverse du champ de vitesse, on réactualise les positions x des nœuds d’une 
itération à une autre et de proche en proche par intégration de l’équation (2.4) le long d’une 
même rangée longitudinale de nœuds : 
x y z
dx dy dz
Vx Vy Vz
V V x V y V z
 
  
   
 (2.4) 
où V

 est le champ de vitesse calculé par éléments finis à l’itération précédente. 
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Figure  2-3. Maillage structuré d’une tôle utilisé par le modèle de laminage Lam3/Tec3. 
2.3.2.ii Modèles de cédage des cylindres  
Comme pour les modèles de bande, les premiers modèles de cage ont été basés sur des rela-
tions analytiques plus ou moins simples. Dans ce cas, la description de l’aplatissement des cylin-
dres est celle proposée par Hitchcock [ 33]. Celui-ci suppose que la circonférence de la section 
longitudinale du cylindre de travail, dans et au voisinage de la zone de contact avec la bande, 
reste circulaire (cf. figure 2-4). Le rayon déformé R’ est approché par la relation suivante : 
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 (2.5) 
Flam est la force de laminage appliquée par unité de largeur (N/mm);  
R est le rayon initial du cylindre de travail (mm); 
E et υ sont respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du cylindre de travail. 
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Figure  2-4. Approche analytique simplifiée de la déformation du cylindre 
de travail lors du laminage. 
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Dans un tel modèle analytique 2D, comme l’effort de laminage Flam dépend du rayon R’ et R’ 
dépend de Flam, il faut, pour calculer Flam et R’, un couplage itératif d’un calcul de la géométrie 
des cylindres de travail (calcul de R’) et d’une résolution de l’équation différentielle de von Kar-
man (« méthode des tranches ») dans la bande [ 23, 24].  
L’insuffisance de la formule de Hitchcock est rapidement apparue : le profil des cylindres dé-
formés est en réalité loin d’être circulaire. Une autre méthode de calcul de la déformation des 
cylindres, basée sur la méthode des fonctions d’influence 2D, a été proposée pour la première 
fois par Jortner [ 34]. Les fonctions d’influence sont définies comme une réponse en déplacement 
en un point quelconque d’un disque soumis à un effort ponctuel radial sur sa périphérie. Cela 
signifie qu’il existe une solution analytique, décrivant la déformation élastique du disque engen-
drée par cet effort ponctuel qui lui est appliqué. Sur une longueur de contact, le disque est soumis 
à une répartition de contraintes normales. Le champ de déplacement total est obtenu par superpo-
sition des solutions obtenues pour chacune des contraintes normales appliquée sur la zone de 
contact. Cela repose sur la linéarité du problème supposé purement élastique. De nombreux mo-
dèles de laminage ont dès lors utilisé cette technique.  
Un autre point d’évolution marquant est l’extension au 3D. Les approches modernes partent 
d’un modèle analytique de flexion d’une poutre sous chargement homogène, décrite en 3D [ 35]. 
Il montre que l’on a le droit de décomposer le champ de déplacement en composantes de flexion, 
d’aplatissement, d’effet Poisson…  et que chacune de ces composantes peut être généralisée à 
des chargements plus complexes. De ce fait, Counhaye [ 5] et Hacquin et al. [ 4] utilisent des mo-
dèles de déformation élastique tridimensionnelle des cylindres comme superposition de théorie 
des poutres pour la flexion, de modèle de Boussinesq pour l’aplatissement et de théorie de Hertz 
pour le contact cylindre de travail / cylindre d’appui. Le tout est discrétisé par une méthode de 
fonctions d’influence, ce qui, une fois ajoutées les conditions aux limites, fournit un modèle ma-
triciel bien posé [ 4]. Il donne les profils du cylindre en contact dans un certain nombre de sec-
tions longitudinales, qui ont servi de base au couplage avec des calculs 2D par la méthode des 
tranches (cf.  2.3.2.i).  
Notons que la méthode des éléments finis a aussi été utilisée pour décrire correctement la dé-
formation des cylindres, d’abord en 2D [ 36]. Elle permet d’étendre l’analyse des cylindres aux 
contraintes et aux températures, mais pour le profil de contact, nécessaire pour le couplage cage - 
bande, le gain n’est pas évident. Un peu plus tard a été utilisée – rarement – la méthode des élé-
ments frontières, supposée plus rapide [ 37]. Des modèles éléments finis élastiques 3D ont été 
proposés plus récemment [ 38, 39] ; la comparaison faite par [ 40] montre que le modèle semi-
analytique proposé par Hacquin et al. [ 4], bien corrigé des effets de bord, est au moins aussi pré-
cis, et à un bien moindre coût, que ses concurrents, y compris les modèles EF.   
La synthèse des paragraphes  2.3.2.i et  2.3.2.ii montre que les modèles de laminage les plus 
pertinents actuellement sont fondés sur la MEF, au moins pour le calcul de la bande dans le cas 
où des modèles de cages semi-analytiques rapides et précis sont utilisés [ 4, 40]. De ce fait, 
l’utilisation de la MEF pour le laminage mérite d’être analysée plus en détails (cf. § ci-dessous). 
2.3.2.iii La méthode des éléments finis pour la modélisation du laminage  
Là encore, il ne saurait être question d’analyser toute la littérature sur l’application des élé-
ments finis au laminage, mais seulement de donner un aperçu diachronique des grandes évolu-
tions. 
Au début des années 1980, la limitation des moyens de calcul a fait que ce sont des formula-
tions stationnaires qui ont été développées les premières [ 41, 32]. Par la suite, le développement 
des grands logiciels éléments finis, par nature écrits dans un formalisme instationnaire, incré-
mental, a conduit à diversifier les approches. Dès lors, on disposait d’approches stationnaires 
(« flow formulation »), avec une démarche quasi-eulérienne, et de modèles incrémentaux, essen-
tiellement lagrangiens. Mais très rapidement sont apparus les modèles Arbitrairement Lagran-
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giens / Eulériens (ALE) [ 42], qui cherchaient à regrouper les avantages des deux autres formula-
tions en contournant leurs défauts.  
a) Modèles EF stationnaires et instationnaires, quasi-eulériens et lagrangiens 
La phase d’engagement de la bande dans le laminoir possède un caractère instationnaire, tran-
sitoire. De plus, le flambage, s’il se manifeste, est par nature instationnaire. Ainsi, un modèle EF 
construit à l’aide d’une formulation instationnaire est certainement plus général. En revanche, ce 
type de formulation est généralement coûteux en temps de calcul et parfois inefficace pour les 
cas de laminage des tôles très fines [ 43], parce que la gestion des contacts évolutifs (arrivées et 
départs) provoque des instabilités. Dès lors, une formulation stationnaire peut être plus adéquate, 
à condition de renoncer à modéliser les phénomènes à caractère instationnaire. Le régime perma-
nent représente souvent une fraction très dominante du procédé en laminage, à l’exception nota-
ble de la thermique des cylindres ; c’est ce qui rend l’approche stationnaire attractive.  
La modélisation instationnaire se fait généralement à l’aide des logiciels commerciaux, fondés 
sur une formulation lagrangienne réactualisée (Abaqus® [ 44, 45], Forge® [ 43], Marc® [ 46]). Il a 
fallu longtemps pour que ces logiciels deviennent suffisamment généraux pour traiter toutes les 
spécificités du laminage (cinématique, actionneurs). Dans l’intervalle, des modèles stationnaires 
ont été développés, pour la plupart fondés sur des approches itératives quasi-eulériennes (avec 
des mouvements de maillage autorisés de manière très restrictive), d’autres exceptionnellement 
en eulérien pur (maillage parfaitement fixe englobant l’ensemble du système à modéliser [ 47]). 
Du fait de leur efficacité en temps de calcul, et du fait que les aspects « métier » ont pu y être 
développés depuis longtemps, ils représentent encore aujourd’hui une majorité des applications.  
b) Modèles EF utilisant la formulation ALE 
Du fait que le procédé de laminage possède simultanément des aspects stationnaires et insta-
tionnaires, la synthèse des avantages et des limitations des deux formulations lagrangienne et 
eulérienne conduit à une formulation ALE (Arbitraire Lagrangien Eulérien) [ 43, 2]. Dans cette 
formulation, le mouvement du maillage est découplé de celui de la matière. D’un point de vue 
technique, les déplacements des nœuds du maillage peuvent être alors imposés nuls dans la di-
rection du laminage, suivant laquelle le maillage est supposé eulérien, tout en suivant le mouve-
ment de la matière dans les deux directions transverses. La formulation ALE permet ainsi 
d’adapter le maillage à chaque incrément de calcul afin de : 
 conserver une meilleure qualité de maillage et décrire de manière optimale les frontières 
du domaine ;  
 conserver le raffinement du maillage dans les zones critiques, présentant de fortes varia-
tions spatiales des variables d’état (contraintes, vitesse, déformation); 
 minimiser la déformation du maillage, ce qui empêche la dégénérescence des éléments 
qui conduit souvent à des problèmes de convergence. 
Ainsi, les deux principaux apports avantageux  de l’ALE sont :  
 une bonne gestion du contact ; 
 une taille optimale du problème ; 
 un gain considérable en temps de calcul, étant donné que le maillage est adapté en conser-
vant un nombre constant de degrés de liberté durant le calcul. 
Bien que la formulation ALE, implantée dans Forge®,  ait été adoptée dans [ 43, 48], aucune 
application au laminage en présence de flambage n’a été effectuée. Ceci n’est pas une limitation 
de la formulation ALE en elle-même, mais c’est dû au maillage isotrope non structuré utilisé, 
composé d’éléments tétraédriques. En effet, étant donné que les éléments tétraédriques ne per-
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mettent pas une grande disproportion spatiale, la taille des éléments est choisie principalement en 
fonction de l’épaisseur de la tôle : elle est au plus égale à l’épaisseur de la tôle. Ce caractère d’un 
maillage isotrope, exige alors un nombre de degrés de liberté assez élevé quand le rapport épais-
seur/largeur est très faible, ce qui alourdit considérablement le calcul. Il faut en effet se rendre 
compte que pour modéliser le laminage d’une tôle fine, on doit intégrer des échelles spatiales très 
différentes :  
 le dixième de millimètre dans l’épaisseur, 
 le millimètre ou le centimètre pour la longueur de contact, 
 le mètre pour la largeur (modèles 3D), pour le diamètre des cylindres,  
 et jusqu’à la dizaine de mètres pour la longueur, dans la mesure où les champs de 
contraintes évoluent avant et après l’emprise sur de longues distances. 
c) Synthèse  
 Le maillage structuré de la tôle dans les modèles quasi-eulériens [ 2,  3,  4,  49- 53] est le 
plus adapté pour modéliser le laminage. Sur un exemple de maillage du modèle déve-
loppé par Hacquin et al. [ 2] (baptisé Lam3/Tec3 : §  3.1), on observe la capacité de le raf-
finer d’une part localement, et d’autre part davantage dans une direction que dans une au-
tre (cf. figure 2-3). C’est essentiel pour traiter les différentes échelles spatiales mention-
nées plus haut.  
 La formulation quasi-eulérienne utilisant un modèle EF pour le calcul de bande (cf. § 
 2.3.2.i) et la méthode des fonctions d’influence [ 2,  3,  4,  49- 53] pour le calcul de la défor-
mation de la cage, sont les caractéristiques optimales pour un couplage itératif cage - 
bande rapide et précis. 
 Néanmoins, l’approche quasi-eulérienne n’est pas capable de prendre en compte les phé-
nomènes à caractère instationnaire, tels que le flambage. 
2.4 Modélisation directe des défauts de planéité manifestes 
Une modélisation du procédé du laminage est confrontée à plusieurs types de verrous scienti-
fiques, parmi lesquels on trouve les différents types de couplage évoqués dans la figure 2-2. Par 
ailleurs, la déformation élastique de la cage est l’une des causes principales de la différence 
d’affinité entre le bombé tôle à l’entrée et à la sortie de l’emprise, origine du différentiel 
d’allongement des fibres matérielles qui engendre le flambage. Le flambage apparaissant comme 
une conséquence de ce qui se passe dans l’emprise, dans la logique d’une modélisation du lami-
nage, le flambage se place dans une position de dépendance par rapport au couplage cage-bande 
(ou cédage). Très longtemps, on s’est contenté de calculer le différentiel local de réduction, donc 
d’allongement, donné par des modèles de cédage (sans prise en compte du flambement) et de 
l’exprimer en « Unités I » ou UI [ 11- 19]. C’est l’expérience qui est mise à profit pour savoir si à 
un nombre donné d’UI correspond un défaut de planéité manifeste, ou juger de la gravité d’un 
défaut latent. Mais un calcul précis des défauts de planéité manifestes en laminage nécessite en 
fait un modèle 3D permettant une description de la bande dans l’emprise et hors emprise. Cela 
signifie que ce sont les modèles utilisant la méthode des éléments finis, en particulier pour le 
calcul de bande, qui sont les plus adéquats.  
Par rapport au flambage (défauts de planéité manifestes), un modèle EF utilisant un maillage 
structuré et une formulation quasi-eulérienne [ 54] paraît limité pour plusieurs raisons :  
 à cause du caractère instationnaire du flambage. 
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 du fait que les éléments hexaédriques linéaires sont inadaptés pour décrire le flambage : 
ils présentent une rigidité excessive à la flexion, surtout lorsque des considérations de 
coût de calcul conduisent à mettre peu de couches de mailles dans l’épaisseur.  
Par contre, les modèles utilisant une formulation lagrangienne ou ALE sont a priori capables 
de décrire certains types de flambage, comme le montre l’exemple de la figure 2-5. Mais 
l’instabilité de flambement peut être un phénomène de forte singularité, qui nécessite une di-
minution considérable du pas de temps à l’origine d’une augmentation importante du temps de 
calcul, et parfois de problèmes de convergence [ 54]. D’autre part, un maillage constitué 
d’éléments tétraédriques n’est pas toujours 
le plus convenable pour un problème de 
flambage.  
Les limitations des modèles EF 3D vis-à-
vis de la caractérisation des défauts de pla-
néité manifestes, incitent certains auteurs 
[ 54, 56- 60] à utiliser des modèles de coques 
qui ont une grande capacité pour bien dé-
crire le flambage des plaques. Or, il n’existe 
pas à ce jour une formulation de coque qui 
ait prouvé sa capacité à rendre compte de 
l’écrasement de la pièce sous l’emprise ; à 
cet égard, seule une formulation 3D semble 
convenable. Cela rend assez difficile la tâ-
che de concevoir un modèle capable de bien 
décrire simultanément l’écrasement de la 
tôle sous l’emprise et le flambage hors em-
prise. C’est pour cette raison que certains 
auteurs [ 54, 56- 60] tentent de traiter le flam-
bage de la tôle en deux étapes successives, 
c’est-à-dire par chaînage de deux modèles distincts :   
 un calcul de laminage en 3D sans flambage, 
 un calcul de flambage de coques utilisant le champ de contrainte en aval de l’emprise issu 
du premier modèle.  
La première étape peut utiliser les modèles de cédage simplifiés décrits au §  2.3.2, où seule la 
partie sous emprise est considérée. On ne dispose dans ce cas que des profils transverses de la 
contrainte obtenus aux extrémités amont et aval de l’emprise. Ceux-ci sont alors propagés uni-
formément le long de la tôle dans le modèle de coques. Si on commence par un calcul EF 3D, on 
a alors un champ complet des six composantes de contraintes, dans les trois directions spatiales. 
Pourtant, même dans ce cas, tous les auteurs transfèrent seulement la contrainte axiale σxx, suppo-
sant de plus que son profil transverse est uniforme le long de la tôle, dans le sens du laminage 
[ 54- 60]. Approximation supplémentaire, ils remplacent ces distributions par des profils transver-
ses relativement simples ou analytiques. Nous verrons à la fin de ce mémoire les limites de telles 
simplifications.  
Notons que la méthode de chaînage est basée sur l’absence du couplage emprise - flambage. 
Counhaye [ 5] est le seul à avoir introduit un traitement de flambage dans l’algorithme de son 
modèle de laminage, de manière à prendre en compte le couplage emprise - flambage (cf. figure 
2-2). Néanmoins, le modèle de flambage adopté est très simplifié (cf. §  2.6). 
Dans ce qui suit, on introduit l’approche découplée par chaînage, en citant avant tout les mo-
dèles de flambage de coques sous contraintes résiduelles mis à profit, et l’approche couplée de 
Counhaye [ 5] basée sur un modèle simple de flambage.   
  
F
Figure  2-5. Calcul à l’aide de Forge3® du plis-
sement d’une membrane d’un coussin d’air gon-
flable écrasé par un pion [ 55].  
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2.5 Approche découplée (chaînage) pour la modélisation des défauts de pla-
néité manifestes 
2.5.1 Modèles de flambage de coques sous contraintes résiduelles pour modéliser les dé-
fauts de planéité manifestes en laminage 
2.5.1.i Modèles semi-analytiques 
Le calcul du flambage sous contraintes résiduelles d’une plaque revient à trouver la solution 
non triviale de l’équation différentielle (2.6). 
4 4 4 2
4 2 2 4 22
xNw w w w
x x y y x
      
    
 (2.6) 
Ici, w est le déplacement hors plan d’un point de la plaque. Nx = -h.σxx(y), où h désigne 
l’épaisseur de la tôle, et σxx(y) est la contrainte longitudinale qui varie suivant la largeur de la 
tôle, |y| ≤ b. Enfin,  
3
212 1
Eh



 . 
Afin de résoudre le problème de flambage partant de cette équation, Bush et al. [ 59] introdui-
sent un paramètre de chargement λ et la distribution de chargement adimensionnel 
2
2
( )( ) xN y bK y



 ; (2.6) devient : 
  24 4 4 2
4 2 2 4 2 22
K yw w w w
x x y y b x

      
    
 (2.7) 
Timoshenko et al. [ 61] proposent une solution de l’équation (2.7) de la forme suivante  
( , ) ( )sin( )n xw x y f y
l
  (2.8) 
où l est la longueur de la plaque et f  la flèche suivant la largeur. En injectant (2.8) dans (2.7), les 
termes suivant la direction x s’éliminent et on obtient : 
 
2 4 2 24 2
4 22 0
d f n d f n nK y f
dy l dy l b l
   
                            
 (2.9) 
L’équation (2.9) peut être facilement résolue analytiquement pour une distribution K(y) uni-
forme, ce qui se ramène à σxx homogène dans la plaque. De ce fait, pour une contrainte résiduelle 
variable dans la largeur, Bush et al. discrétisent le profil transverse de celle-ci en contraintes lon-
gitudinales homogènes par sous-domaines, en forme de « bandelettes » (cf. figure 2-6). La rela-
tion (2.9) peut être ainsi facilement résolue par sous-domaines i (i=1..m) de largeur ∆y chacun, 
dans lesquels la solution élémentaire obtenue correspond à la solution analytique donnée par 
(2.10). Chaque solution élémentaire admet quatre constantes d’intégration inconnues (équation 
différentielle de degré quatre) qui sont à identifier. 
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f y C e

  (2.10) 
avec : 
1 3
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Figure  2-6. Discrétisation du profil de la contrainte résiduelle σxx. 
L’identification des constantes d’intégration Cij est réalisée suite à l’assemblage des solutions 
élémentaires pour aboutir à la solution globale du problème, en se basant sur la continuité de la 
solution. Cette condition de continuité permet d’éliminer 4(2m-1) inconnues. Les quatre incon-
nues restantes sont déterminées à partir des conditions aux limites en déplacement du problème. 
On obtient alors un système linéaire pouvant s’écrire sous la forme suivante : 
 
8
1
   0
1,2...8
m
ij j
j
M C
i m



  (2.11) 
Ce système admet une solution non triviale si et seulement si le déterminant de la matrice  
[M], fonction du multiplicateur λ, est nul. Ainsi, le problème se ramène à chercher la valeur criti-
que λc de λ qui annule ce déterminant. Enfin, le mode de flambage (défini par n : le nombre 
d’ondes suivant x) est celui qui donne une valeur minimale de λ  pour une géométrie de plaque 
donnée (longueur/largeur). Par exemple, pour un profil de chargement  décrit par (2.12) et pour 
un rapport longueur/largeur (l/b) égal à 3, on identifie, d’après la figure 2-7, le mode de flambage 
qui correspond à n = 3. 
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42( ) 22 1 2.4 yK y
b
         
 (2.12) 
Dans le laminage, le chargement hors emprise de la tôle est composé de deux contributions : 
la traction de laminage et les contraintes résiduelles. Afin d’approcher les conditions de laminage 
dans un modèle de flambage de coques, ces deux contributions doivent être reproduites. Dans le 
modèle de Bush et al. [ 59], ces deux types de chargement se superposent pour donner le profil de 
contrainte σxx qui se décompose donc de la manière suivante : 
( ) ( )xx xx xxy y      (2.13) 
 xx  est la moyenne non nulle de ce profil (résultante) qui représente la traction de lami-
nage ; 
 ( )xx y  est une distribution hétérogène d’un chargement en contrainte résiduelle à 
moyenne nulle. Ce chargement représente les contraintes résiduelles. 
 
λc 
l/b 
1 demi-onde 
2 demi-onde 
3 demi-onde 
 
Figure  2-7. Evolution du paramètre de chargement critique λc 
en fonction du rapport longueur /largeur (l/b) de la tôle pour 
différents modes correspondant aux différentes valeurs de n. 
Si on revient sur l’équation (2.7), on remarque que le paramètre λ  multiplie la totalité du char-
gement en contrainte qui comprend la résultante - la traction imposée. Par ailleurs, ce paramètre λ 
représente l’amplitude de contrainte ayant une distribution K(y). Cette amplitude admet une va-
leur critique λc quand le flambage a lieu (charge critique). Cela semble incohérent puisque λ ne 
doit pas multiplier la résultante ( xx ) qui représente la traction qui est une donnée fixe du pro-
blème à résoudre. Ainsi, ce modèle traite un problème de flambage mais les résultats obtenus ne 
sont pas représentatifs d’un problème de modélisation des défauts de planéité en laminage. 
Dans le modèle de Fisher et al. [ 56, 58] ce problème ne se pose pas et le mode ainsi trouvé cor-
respond à la traction de laminage imposée. Pour une expression d’un chargement imposé (2.14), 
on reconnaît la distribution transverse de la contrainte résiduelle σxx (σxx = NKK(y)) et N0 qui re-
présente la résultante en traction de laminage.  
0( ) ( )x KN N K N    (2.14) 
Avec :  
y
b
   
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NK: amplitude du chargement. 
N0  : résultante du chargement appliqué qui représente l’effort de traction appliqué. 
Dans ce modèle, Fisher et al. [ 56, 58] optent pour la minimisation de l’énergie de déformation 
élastique causée par le flambage, suivant des paramètres caractérisant la géométrie des défauts. 
Le potentiel de l’énergie de déformation élastique vaut : 
 
 
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 (2.15) 
L’expression paramétrée de la forme de la flèche adoptée est donnée par (2.16).  
  ( , ) 2 sign cos( )xw x q
l
      (2.16) 
l est la longueur d’onde de la solution. Le mode est symétrique si φ est paire, antisymétrique 
sinon. κ  est un paramètre (puissance en ρ) qui décrit la forme du mode de flambage en largeur et 
q représente l’amplitude du défaut qui doit minimiser le potentiel, d’où : 
 0q
q
  

 (2.17) 
Ce qui donne : 
    0M Bw w    (2.18) 
(2.18) peut s’écrire aussi sous la forme : 
0
0
22
0
02 2
( ) ( ) ( ) 0
  ,  
M M
B
K
w wN N w
N N
N bN bN N
D D
  
 
      

  
 
 
 
 (2.19) 
On déduit alors : 
0
0
( ) ( )
( )
M
B
M
wN w
NN w
N
 

 
  




 (2.20) 
On injectant l’expression de la solution (2.16) dans (2.15), (2.20) devient : 
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La longueur d’onde l  et l’exposant φ, traduisant le mode de flambage, doivent minimiser (2.21) 
afin d’obtenir la plus petite valeur possible de N . Il vient : 
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l
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
 
 
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 
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
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

 (2.22) 
Finalement, on parvient à un système à deux équations et à deux inconnues 0( )
l N
b
  et 0( )N  . 
Dans ces modèles semi-analytiques, les modes en centre long ou en bords longs ne sont pas 
obtenus directement comme solutions des modèles décrits dans les références [ 56- 59] : ils font 
l’objet d’une analyse a priori du profil de contrainte résiduelle. Suite à cette analyse, des condi-
tions aux limites particulières sont imposées, différentes des conditions aux limites réelles de 
laminage, pour pouvoir aboutir au résultat souhaité. Ce dernier doit être compatible avec le profil 
de contrainte imposé. Par exemple, on a vu que pour le modèle de Bush et al. [ 59], il est indis-
pensable d’introduire des conditions aux limites complémentaires permettant de calculer les 
constantes d’intégrations Cij. Il en va de même pour le modèle de Fisher et al. [ 56, 58], où, quelles 
que soient les valeurs de κ décrivant le mode de flambage, la solution obtenue donnera toujours 
un bord long (puisque w(x, 0) = 0). Ces conditions sont choisies de sorte que, si les auteurs 
s’attendent à un centre long (contrainte en compression au centre), ils imposent des bords fixes 
comme condition aux limites et inversement. 
Marchand [ 54] utilise lui aussi une méthode qui consiste à minimiser l’énergie de déformation 
élastique pour une distribution de contraintes résiduelles donnée. Ces champs de contraintes pla-
nes3 sont récupérés d’un calcul effectué à l’aide de Lam3/Tec3 (cf §  3.1) sans flambage. Soit une 
expression paramétrée du champ de déplacement   exprimée par (2.23).  
0
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( , , ) ( , )
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( , ) sin( )sin( )x x y y
ux vy wz
wu x y z u x y z
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wv x y z v x y z
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w x y q x y

   
  
 

 

  
  
 (2.23) 
La méthode consiste donc à trouver les valeurs de q, ωx et ωy qui minimisent l’énergie de dé-
formation élastique. Les déphasages φx et φy, quant à eux, sont donnés par les conditions aux li-
                                                   
3 Pour les problèmes de tôles fines, qui font souvent l’objet de nos travaux, les contraintes hors emprise sont considérées pla-
nes. 
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mites. Ainsi, on retrouve encore la nécessité de choisir des conditions aux limites adéquates, de 
manière à fournir des résultats prévus au préalable d’après l’analyse de la distribution des 
contraintes résiduelles. Par exemple, si le profil de la contrainte σxx est tel qu’il est représenté sur 
la figure 2-6, un défaut en centre long est estimé ( w(x,0) = 0 ), donc  φx doit être choisie nulle. 
  
2.5.1.ii Modèles de flambement par éléments finis coques 
Ce type de modèle est certainement plus adapté pour les chargements complexes. Cependant, 
pour un problème donné, l’énergie peut présenter une multitude de minima, donc plusieurs solu-
tions possibles correspondant aux différents modes (longueurs d’ondes ωx et ωy). Ainsi, la re-
cherche de la solution du problème qui donne un minimum absolu de l’énergie est délicate. De 
plus, dans les modèles de flambage de coques ci-dessus, le mode de flambage respecte une ex-
pression analytique choisie par l’utilisateur. Cela exclut un certain nombre de solutions possibles 
qui ne coïncident pas avec cette forme analytique imposée. Par conséquent, de tels modèles ris-
quent de mal estimer le mode de flambement, si la forme analytique choisie n’est pas assez riche 
au regard de la complexité des modes possibles. Cette limitation ne se présente pas pour les mo-
dèles numériques, en particulier dans les modèles EF coques pour la modélisation du flambage. 
Toutefois, les modèles commerciaux, tel que Abaqus®, ne permettent pas d’injecter dans une 
plaque des chargements sous forme de contraintes résiduelles. Pour lever cette difficulté, certains 
auteurs comme Marchand [ 54]  passent par l’intermédiaire d’un champ thermique, utilisant la 
thermo-élasticité pour injecter un champ de contraintes résiduelles. Ainsi, faire croître le charge-
ment mécanique en contraintes, revient à faire croître la température  ( .t   , t : matrice des 
coefficients thermomécaniques, ∆Θ : élévation de la température Θ dans la plaque). Cette mé-
thode semble quand même limitée, puisqu’elle ne donne pas la possibilité d’une modélisation 
riche et générale de contraintes complexes comme on peut en rencontrer dans le problème de 
planéité en laminage. Ainsi, on se limite toujours à des profils relativement simples de la 
contrainte longitudinale σxx supposée uniforme le long de la tôle.  
D’autre part, aucun des modèles de flambage de coques que l’on vient de citer ne peut faire un 
calcul de post-flambage. Ils sont restreints au flambage linéaire, c’est-à-dire à la détection du 
mode et de la charge critique de flambage pour une distribution de contrainte résiduelle donnée. 
Le calcul de post-flambage, qui fournit des résultats plus complets et concluants, nécessite un 
algorithme numérique sophistiqué. De tels modèles sont rarement rencontrés dans la littérature.  
Le seul que nous avons trouvé est celui de Tozawa et al. [ 60]. Il fait partie d’une famille 
d’algorithmes itératifs permettant de résoudre le problème de flambage d’une plaque sous l’effet 
des contraintes résiduelles. Suivant le chemin de chargement, ces algorithmes permettent de re-
chercher une branche de solutions d’un problème non linéaire (souvent de non linéarité géomé-
trique), qui minimise un potentiel élastique.  
Il s’agit alors de résoudre un problème de minimisation de l’énergie potentielle totale : 
int ext     (2.24) 
int  est l’énergie interne de déformation et ext  l’énergie potentielle des forces extérieures. Un 
problème non linéaire est généralement résolu par des méthodes incrémentales. Pour un pas 
d’incrément infinitésimal de   on a : 
21 ...
2!
        (2.25) 
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Dans la position d’équilibre stable, la composante linéaire   est nulle et le terme quadratique 
2   doit être défini positif. La charge critique est la plus petite pour laquelle ce dernier n’est plus 
défini positif.  
L’énergie potentielle totale s’écrit : 
        t tVK S d P  

   (2.26) 
où S et VK  sont respectivement le tenseur de Piola-Kirchhoff et le tenseur de déformation de 
Green-Lagrange dans le cadre de l’approximation de von Karman.   
On note le vecteur champ de déplacement : 
   , , tu v w   (2.27) 
Le tenseur de déformation pour une plaque se décompose comme suit : 
l nl
VK VK VK     (2.28) 
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 (2.29) 
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                   
 (2.30) 
Le problème est discrétisé par la méthode des éléments finis. La forme discrète de la déformation 
est : 
    ˆVK B   (2.31) 
Tel que [B] est la matrice qui contient les dérivées des fonctions de formes qui peut être décom-
posée comme suit : 
     0 LB B B   (2.32) 
Relation dans laquelle [B0] est une matrice à termes constants correspondant aux petites défor-
mations et [BL] est une matrice à termes non constants correspondant à la partie non linéaire de la 
déformation. 
Supposons que l’on peut écrire la relation de comportement sous la forme : 
     nlVKS     (2.33) 
  : matrice des constantes élastiques. 
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On a alors le terme quadratique de variation d’énergie : 
          2 ˆt tB S d B B d  
 
 
    
 
    (2.34)
  
On pose : 
      0 0 0tK B B d

    (2.35) 
                 0 0t t tL L L L LK B B B B B B d

        (2.36) 
     tK B S d

   (2.37) 
       0T LK K K K    (2.38) 
Cela conduit à : 
  2 ˆTK    (2.39) 
Le calcul du point de bifurcation permet de déterminer le seuil critique du flambage avant lequel 
la plaque est supposée plate (w(x,y)=0), donc [KL] = 0. L’algorithme de  Tozawa et al. est détaillé 
dans la figure 2-8 ; la plaque est supposée initialement plane. L’algorithme commence par calcu-
ler la matrice constante [K0], la matrice [Kσ] et le déplacement initial  0ˆ  pour une valeur du 
paramètre de charge initialement nulle : 
       10 0ˆ , 0LK P K    (2.40) 
{P} est le vecteur second membre qui représente la traction appliqué à la plaque. 
La valeur critique du paramètre de charge λc vérifie : 
    2 00 0cK K       (2.41) 
Le déplacement  *ˆ  qui décrit le mode de flambage est donné par : 
       1*ˆ , 0T LK P K    (2.42) 
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Ensuite, un algorithme de prédiction - correction à l’aide de la méthode de Newton-Raphson 
est utilisé afin d’effectuer un suivi de courbe, au cours duquel la bifurcation commence dès que 
le paramètre λ atteint la valeur λc ; le calcul de post-flambage est ainsi effectué.    
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Figure  2-8. Algorithme du calcul du modèle de flambage de Tozawa et al. [ 60]. 
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Si on analyse les fondements de ce modèle, on constate que rien n’empêche de l’utiliser pour 
un calcul de flambage pour des chargements complexes, en prenant en compte les composantes 
du tenseur de contrainte plane (σxx, σyy, σxy). Néanmoins, dans [ 60], rien n’est précisé sur les am-
plitudes des défauts obtenus, c’est-à-dire sur l’état post-flambé de la tôle. Les auteurs ne disent 
pas non plus s’ils ont considéré la totalité des composantes du tenseur de contrainte plane, ou 
s’ils traitent de façon particulière la « zone 1 » (cf. figure 2-9), sur laquelle Tozawa est pourtant 
un des premiers à avoir attiré l’attention [ 26]. De plus, même si ce modèle s’avère relativement 
avancé par rapport aux modèles de flambage de coques précédemment décrits, il semble tout de 
même que des conditions aux limites supplémentaires ont été aussi utilisées pour obtenir une 
solution cohérente par rapport au profil de la contrainte résiduelle imposée4. En outre, dans les 
applications présentées dans cet article, les distributions des contraintes résiduelles utilisées sont 
relativement simples (profils analytiques) par rapport à celles obtenues en laminage des tôles.    
Il est donc temps d’en venir à une analyse de ces simplifications des champs transférés du 
modèle de laminage au modèle de flambage. 
2.5.2 Analyse bibliographique de l’approche découplée basée sur le chaînage  
Revenons au principe du calcul des défauts de planéité en laminage, couramment utilisé dans 
la littérature [ 54, 56- 60], qui repose sur un chaînage entre un calcul 3D de cédage et un calcul de 
flambement de coques, tel que détaillé dans le paragraphe  2.4. Dans une telle méthode, les au-
teurs supposent que les composantes de contraintes résiduelles autres que σxx, plus faibles, 
n’interviennent pas de manière significative pour entraîner les défauts de planéité. Mais on peut 
penser que cette hypothèse est faite avant tout parce qu’il est difficile d’entrer comme donnée 
d’un calcul de flambage utilisant des coques, ces champs de contraintes complexes (voir le pas-
sage par la thermo-élasticité chez Marchand [ 54]).   
Peut-on justifier cette simplification ? Nous savons que cette hypothèse n’est pas tout à fait 
correcte, puisque les champs des vitesses se redistribuent dès la sortie de l’emprise pour se stabi-
liser un peu plus vers l’aval, là où la bande retrouve un mouvement de corps rigide (cf. figure 2-
9). Ceci induit de fortes perturbations sur les champs de contraintes. Ainsi, dans la zone transi-
toire (zone 1 de la figure 2-9) qui est voisine de la sortie de l’emprise, les distributions des 
champs de contraintes résiduelles sont vraiment complexes. Plus loin, dans la zone où la redistri-
bution de ces champs est établie (zone 2 de la figure 2-9), les composantes autres que la 
contrainte longitudinale σxx s’atténuent et deviennent assez faibles comparées à celle-ci, particu-
lièrement dans le cas des tôles fines. Cela peut justifier les simplifications mentionnées plus haut, 
sous réserve que les fortes contraintes hétérogènes et multiaxiales de la zone 1 ne puissent pas 
déclencher le flambement. Ce n’est pas impossible si cette zone est de faible longueur, le flam-
bement demandant une certaine surface pour se développer, de l’ordre de la longueur d’onde du 
mode sélectionné. Mais cela demande pour le moins d’être vérifié.  
D’ailleurs, on sait qu’il existe des défauts de planéité non transverses (« herringbones » obli-
ques, plis longitudinaux) qui ne sauraient être expliqués par la seule composante xx. La sélec-
tionner exclusivement restreint donc le champ d’application des modèles.  
 
Conclusion 1 : 
 Les modèles de flambage de coques existants semblent donc limités par rapport à la com-
plexité des champs de contraintes résiduelles rencontrées en laminage.   
                                                   
4 Ces conditions aux limites correspondent à une fixation du centre dans le but d’obtenir des bords ondulés et une fixation des 
bords afin d’obtenir un centre ondulé. 
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Sens de laminage
Sortie d’emprise
Tôle
Zone 1 : Zone de redistribution des 
vitesses et des contraintes : vitesses 
hétérogènes.
Zone 2 : Zone où les vitesses et les contraintes 
sont stabilisées : mouvement de corps rigide.
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Figure  2-9. Schématisation de l’évolution de la vitesse longitudinale Vx dans 
le sens du laminage d’une tôle. 
Une combinaison fortement couplée entre un modèle 3D de cédage (couplage cage - pièce) et 
un modèle de flambage de plaque serait le moyen idéal pour une modélisation complète du lami-
nage. Un tel modèle serait capable de fournir une caractérisation assez complète du laminage, y 
compris les défauts de planéité manifestes qu’il engendre.   
 
Conclusion 2 : une analyse fortement couplée entre modèle d’emprise et modèle de flambe-
ment est souhaitable, au minimum pour fournir une solution de référence qui permette de criti-
quer, confirmer ou infirmer les approximations vues tout au long de cette analyse bibliographi-
que.   
 
Une autre limitation de l’approche découplée est que toute rétroaction du flambement sur 
l’état de contrainte et de déformation dans l’emprise est impossible. Or un défaut de planéité ma-
nifeste pourrait modifier considérablement la tension de bande (contrainte axiale) aux deux bouts 
de l’emprise, facteur clé de la mécanique de l’emprise. Négliger ces phénomènes suppose que la 
zone 1 ne soit pas atteinte par la relaxation des contraintes par flambement, c’est-à-dire qu’aucun 
flambement ne s’y produit. Cette zone 1 découplerait alors l’emprise de la zone 2 où les contrain-
tes sont modifiées. Quoique pas impossible, ce schéma demande à être analysé.  
2.6 Un modèle de flambage complètement couplé mais simple    
Les modèles de flambage de coques sont donc les plus précis à l’heure actuelle pour le traite-
ment des problèmes de flambage des tôles laminées. En revanche, ils négligent jusqu’ici le cou-
plage flambage / emprise, supposant que la seconde n’est pas influencée par le premier. Les au-
teurs découplent ainsi les deux phénomènes en traitant séparément le laminage (sans prise en 
compte du flambage) et le flambage. En fait, dans la littérature, il existe une exception notable à 
ce schéma : le modèle de Counhaye [ 5]. Ce dernier est le seul à avoir développé un modèle de 
laminage intégrant le flambage dans le calcul. Ce modèle de laminage permet la résolution numé-
rique du problème par la méthode des différences finies le long des lignes de courant, en régime 
stationnaire (cf. figure 2-10). Il est également doté d’un traitement du flambage basé sur des hy-
Chapitre 2. Etudes bibliographiques et position du problème 
 45 
pothèses simplistes, mais d’une efficacité satisfaisante. En effet, le modèle repose sur le fait que 
le flambage d’une structure, causé par les contraintes internes compressives, induit une saturation 
de celle-ci. Ces contraintes de compression restent alors voisines d’une valeur critique de flam-
bage σc. Counhaye [ 5] estime cette dernière de la manière suivante : 
 
2
23c
Eh
l
    (2.43) 
E  : module d’Young. 
h  : épaisseur de la tôle. 
l  : longueur d’onde des ondulations (supposée de même ordre de grandeur que la largeur de la 
zone comprimée). 
Ainsi, la prise en compte du flambage dans ce modèle revient à relaxer les contraintes de 
compression aux points d’intégration hors emprise chaque fois qu’elles dépassent σc. Cette opé-
ration se ramène à ajouter une déformation additionnelle et non compatible avec la contrainte 
locale, jouant le rôle d’une déformation reprise par le flambage nommée εf. L’expression de la 
déformation totale est alors : 
e p f       (2.44) 
où εe, εp, εf désignent respectivement les déformations élastique, plastique et celle reprise par le 
flambage.  
Même si ce traitement du flambage repose sur des hypothèses simples, la prise en compte du 
flambage dans ce modèle - couplant la déformation de la cage, la déformation de la tôle et le 
flambage - rend les résultats plus cohérents par rapport aux mesures expérimentales. La perti-
nence de ce modèle peut être vue à partir des  profils transverses de la contrainte longitudinale σxx 
à mi-intercage pour un cas donné (figure 2-11), où on note une claire amélioration des résultats 
quand le flambage est pris en compte dans le calcul. De plus, les zones de défauts de planéité 
sont correctement détectées dans ce modèle, elles correspondent aux endroits de la tôle où les εf 
sont non nulles. Pourtant, la géométrie de ces défauts de planéité ne peut pas être représentée 
comme dans les modèles de flambage de coques. 
Sens de laminage
i,j
i+1,j
i,j+1
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Figure  2-10. Discrétisation spatiale et lignes de courants pour le modèle de 
Counhaye [ 5]. 
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Figure  2-11. Profil de la contrainte longitudinale à mi-intercage en aval de 
l'emprise : la prise en compte du flambage donne des résultats plus réalistes 
[ 5]. 
2.7 Synthèse de l’étude bibliographique 
Cette analyse bibliographique a permis d’évaluer les travaux antérieurs sur la modélisation des 
défauts de planéité en laminage. Ces défauts sont des facteurs déterminants de la qualité du pro-
duit. Or l’exigence d’une productivité toujours croissante risque toujours d’entraîner une baisse 
de qualité, une augmentation des défauts, sauf à multiplier les moyens de contrôle et de régula-
tion. Pour ce faire, il faut améliorer la connaissance du procédé et de sa réponse aux actions des 
systèmes de pilotage, par la modélisation comme par l’expérience. Dans ce contexte, la modéli-
sation du laminage ayant atteint une grande partie de ses objectifs scientifiques et techniques, ce 
sont les défauts de planéité qui représentent aujourd’hui une des motivations principales pour 
poursuivre les efforts de développement de modèles plus sophistiqués. Dans ce chapitre biblio-
graphique, on constate que plusieurs types de modèles ont été développés dans ce but.  
La prédiction des défauts de planéité doit impérativement partir d’une modélisation du cédage, 
i.e. le couplage entre la déformation de la tôle et celle de la cage. Dans les modèles simples, qui 
sont généralement analytiques ou semi-analytiques, le flambage n’est pas pris en compte. La plu-
part du temps, il fait l’objet d’une analyse a posteriori des profils de contraintes en sortie 
d’emprise, en particulier le profil de la contrainte longitudinale. Suivant le profil transverse de 
cette contrainte, le défaut de planéité est estimé : il est prédit là où les contraintes résiduelles de-
meurent compressives. En revanche, cette approche assez « simpliste» néglige l’interaction em-
prise/flambage évoquée au début de ce chapitre. De ce fait, les modèles plus complets, tels que 
les modèles EF et généralement les modèles numériques [ 54- 60], offrent une meilleure capacité 
et des résultats plus précis. Néanmoins, on a vu que le flambage est un phénomène qui n’est pas 
facile à reproduire en laminage à l'aide de ces modèles.  
L’examen des travaux précédents nous permet aussi d’estimer les difficultés que l’on peut ren-
contrer quand on cherche à modéliser les défauts de planéité en laminage. Elle donne également 
quelques guides pour une modélisation plus performante. Nous avons tiré deux conclusions :  
 le modèle doit intégrer dans l’approche du flambement toutes les composantes de 
contraintes, si l’on veut pouvoir modéliser tous les types de défauts de planéité avec pré-
cision ; 
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 le modèle doit réaliser d’une façon ou d’une autre un couplage entre le calcul d’emprise 
et le calcul de flambement, de manière à prendre en compte si elle existe l’influence, sur 
les contraintes sous emprise, de la relaxation des contraintes hors emprise par le flambe-
ment.  
Dans la littérature, seul le modèle complètement couplé de Counhaye [ 5] respecte ces deux 
impératifs. Il aboutit à des contraintes « loin de l’emprise » qui se comparent très bien aux mesu-
res. Mais nous avons vu d’une part que son critère de flambement, très simple, est critiquable, et 
que d’autre part, ne pouvant faire de calcul post-flambement, il ne peut nous renseigner sur 
l’amplitude des défauts, donc sur leur caractère pénalisant, voire dangereux. C’est à ces deux 
limitations que nous allons nous attaquer dans la suite de ce document.  
L’examen de la littérature ne nous a pas permis de découvrir de modèle 3D plus complet, pré-
cis et rapide que le logiciel dont nous disposons au Cemef et chez ArcelorMittal, Lam3 / Tec3. 
Nous partirons donc de cette base. Mais, dépourvu de capacités pour reproduire les défauts de 
planéité manifestes (voir l’expérience de Marchand [ 54]), ce logiciel doit être complété par un 
modèle de flambage. L’idéal serait de réaliser un couplage fort entre ce modèle EF de laminage 
et un modèle EF de flambage de coques. Des méthodes de couplage de modèles de dimensionna-
lités différentes comme la méthode Arlequin [ 62- 64] pourraient être utilisées pour relier nos élé-
ments 3D et des éléments coques, mais elles nous semblent très difficiles à mettre en œuvre avec 
d’un côté une formulation en vitesse (le laminage, l’emprise), de l’autre une formulation statique, 
en déplacement (le flambement). Avant d’envisager une telle solution, nous avons préféré, dans 
cette thèse, utiliser des méthodes plus « douces » pour analyser les questions fondamentales po-
sées dans cette étude : influence des autres composantes, influence de la « zone 1 », rétroaction 
post-emprise – emprise. La démarche suivante a donc structuré nos travaux.  
Nous partons de la version standard du modèle Lam3/Tec3 [ 2] (Lam3/Tec3-Standard), que 
nous avons complété en couplage fort par un modèle simplifié de flambage, mais tenant compte 
du couplage emprise / flambage, en nous inspirant des travaux de Counhaye [ 5], pour aboutir à 
une version qui sera nommée (Lam3/Tec3-Counhaye). Sur quelques cas industriels de laminage, 
nous allons comparer les résultats obtenus à l’aide de Lam3/Tec3-Standard et de Lam3/Tec3-
Counhaye pour analyser ce que la prise en compte du flambage provoque au niveau de l’emprise. 
Si le flambage, qui modifie la distribution des contraintes hors emprise, n’a aucun effet sur cette 
dernière, la méthode découplée chaînant Lam3/Tec3-Standard et un modèle de flambage de co-
que sera suffisante (cf. chapitre 5). Cet enchaînement consiste à : 
 effectuer un premier calcul de laminage à l’aide de Lam3/Tec3-Standard, sans tenir 
compte du flambage, fournissant des champs de contraintes résiduelles, y compris hors 
emprise. 
 Utiliser ces champs de contraintes résiduelles comme entrées du calcul de flambage de 
coques qui permet d’obtenir la charge critique, le mode de flambage et l’état post-flambé, 
ainsi que la nouvelle (et réelle) répartition des contraintes dans la tôle. C’est le modèle 
fondé sur la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) qui sera utilisé (cf. chapitre 4) 
Dans le cas contraire, c'est-à-dire si le modèle couplé Lam3/Tec3-Counhaye montre une inte-
raction entre le flambage et l’emprise, un couplage plus poussé entre Lam3/Tec3-standard et un 
modèle de flambage de coque sera proposé. Sans aller jusqu’au couplage fort suggéré plus haut, 
nous montrerons sa mise en œuvre sous la forme d’un couplage itératif généralisant le calcul en 
deux étapes décrit ci-dessus (cf. chapitre 6). 
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CH.3 Approche couplée utilisant un modèle simple de flam-
bage (Lam3/Tec3-Counhaye) 
La limitation de Lam3/Tec3-standard peut être observée à partir d’une simulation d’un cas de 
laminage d’une tôle mince décrit dans le tableau 1 (annexe 4) et que l’on nomme « cas 1 » : cas 
de laminage d’une tôle de largeur 855 mm et d’épaisseurs en entrée et en sortie d’emprise respec-
tivement de 0.355 et 0.252 mm (forte réduction). Les tractions de laminage appliquées sont de 
170 MPa en amont et de 100 MPa en aval. Pour le frottement, on utilise la loi de Coulomb avec 
un coefficient de frottement de 0.03. Pour ce cas, on observe une surestimation des niveaux de 
contrainte longitudinale de compression sur les bords (cf. figure 3-1). Il est bien évident que ces 
niveaux dépassent largement le niveau critique de flambage σc d’une tôle fine. À cette contrainte 
critique, les bords de la tôle auraient dû flamber et relaxer les contraintes compressives pour les 
ramener à des niveaux proches de σc.   
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Figure  3-1. Comparaison entre le profil de la contrainte longitudinale σxx à 
mi-intercage donné par les mesures expérimentales et celui donné par 
Lam3/Tec3 standard (cas détaillé dans le tableau 1 de l’annexe 4). 
Pour le même cas de laminage, Counhaye [ 5] a présenté dans sa thèse des résultats de calcul 
en bonne corrélation avec les mesures expérimentales, en se servant de son modèle de laminage 
avec flambage hors emprise (cf. figure 3-2 et 2-11).  
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Figure  3-2. Profil de la contrainte longitudinale σxx à mi-intercage : 
Solution donnée par Counhaye [ 5] avec et sans prise en compte de 
flambage (cas détaillé dans le tableau 1). 
Cette comparaison montre d’une part que l’absence de flambage conduit à un champ de 
contrainte faux hors emprise, d’autre part que le traitement appliqué par Counhaye [ 5] est effi-
cace. Des résultats analogues ont été obtenus sur d’autres cas par Essersi [ 65]. Par ailleurs, dans 
la référence [ 66], Abdelkhalek et al. montrent qu’une mauvaise estimation du bombé thermique 
ou du bombé tôle en entrée d’emprise, ainsi que la non prise en compte de la thermique, modi-
fient très faiblement les résultats. Par conséquent, ils mettent en évidence que c’est l’absence de 
prise en compte du flambage qui est la principale cause de l’écart observé entre calcul et mesure. 
Dans ce chapitre, on vise donc à modéliser les défauts de planéité en laminage en adoptant une 
approche couplée (couplage : flambage/emprise), en intégrant dans Lam3/Tec3 le modèle simpli-
fié de flambage proposé par Counhaye [ 5]. 
3.1 Généralités sur le modèle EF de laminage Lam3/Tec3 
Lam3/Tec3 est un logiciel dédié à la simulation des procédés de laminage des produits plats, 
tels que les tôles métalliques. Développé par Hacquin [ 4], il constitue une combinaison de deux 
modèles : 
 Lam3 pour le calcul de la déformation élastique-viscoplastique de la bande ; 
 Tec3 pour le calcul de la déformation élastique de la cage.  
Le logiciel ainsi obtenu est nommé Lam3/Tec3 ; il prend aussi en compte le couplage ther-
momécanique cage/bande. 
Nous présentons ci-dessous Lam3/Tec3 en nous limitant toutefois à la synthèse de ses fonde-
ments détaillés dans les références suivantes [ 2,  3,  4]. 
3.1.1 Lam3 
Lam3, modèle de calcul de laminage optimisé pour le laminage des tôles, utilise une formulation 
quasi-eulérienne. On considère l’équation d’équilibre (3.1) complétée par la loi de comportement 
élastique-viscoplastique  (3.2) et (3.3). Pour tout V* cinématiquement admissible,  
  * * * *:    0
c c f
imp
t nV D d V dS n V dS T V dS  
   
         (3.1) 
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
,   Trace( )h D    (3.3) 
D* est le tenseur de vitesse de déformation virtuelle, qui dérive du champ de vitesse virtuelle 
V* ; t  et  σn sont respectivement la contrainte de cisaillement causée par le frottement et la pres-
sion exercée par les cylindres de travail sur la tôle dans la zone de contact ∂Ωc. Timp correspond 
aux vecteurs contraintes externes imposés : tractions amont et aval de laminage. σd est le dévia-
teur des contraintes de Cauchy σ, σh est la pression hydrostatique et χ est la compressibilité élas-
tique. Enfin, D désigne le tenseur taux de déformation qui admet d comme déviateur.  Jd est la 
dérivée de Jaumann du déviateur des contraintes.  
L’équation (3.3) décrit la décomposition élastique/plastique du tenseur d, en adoptant la loi 
élastique de Hooke, et la loi d’écoulement d’un matériau de von-Mises comme loi d’écoulement 
plastique. μ est le coefficient de cisaillement de Lamé,   et   sont la déformation et la vitesse 
de déformation équivalentes. Dans le critère de plasticité de Huber/von-Mises, σ0 est la contrainte 
d’écoulement plastique.    
L’algorithme global de la version stationnaire du modèle thermomécanique Lam3/Tec3 est 
présenté dans la figure 3-3-(a). On rappelle que Lam3/Tec3 utilise un maillage structuré composé 
d’éléments hexaédriques. Ainsi, les nœuds de ce maillage forment des lignes de courant et sont 
réactualisés pour y rester. Les points d’intégration dans les éléments successifs en x sont suppo-
sés être aussi sur des lignes de courant, suivant lesquelles les variables d’état sont intégrées (cf. § 
 2.3.2.iii, figure 2-3). Les positions x (x,y,z) des nœuds du maillage obéissent à l’équation (3.4), 
en utilisant le champ V(x) solution de (3.1)-(3.3) :  
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x
x
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x
(x)
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
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 
 


 (3.4) 
où noe et noe+1 sont les numéros de deux nœuds consécutifs sur une même ligne de courant 
(numérotation de l’amont vers l’aval).  
Cette équation (3.4) est résolue itérativement avec le système (3.1-3.3) pour améliorer 
l’approximation de la forme du domaine sur lequel ce dernier est résolu. Entre deux itérations 
sont aussi calculées la déformation élastique de la cage si elle est requise (§ 3.1.2), et les tempé-
ratures dans la bande et dans le cylindre si le couplage thermique est demandé. L’actualisation du 
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contact bande – cylindre lors de ces itérations, pendant lesquelles les deux objets changent de 
forme, est un point délicat, objet d’une grande attention qu’il serait trop long de détailler ici [ 4].  
La formulation étant stationnaire, l’intégration en temps est remplacée par la progression en 
espace (le champ de vitesse réalisant cette équivalence temps – espace). Il n’en reste pas moins 
que pour résoudre les équations élastoplastiques, équations différentielles en temps, un schéma 
« temporel » doit être utilisé.  Le « pas de temps » représente en fait le temps de parcours d’un 
point d’intégration à son successeur sur la ligne de courant. Ce pas de temps dépend donc de la 
position, et dans [ 4], ce schéma est appelé « Eulérien Lagrangien à Delta t Hétérogène » (ELD-
TH) – ou en anglais, GLHTS (Generalized Large Heterogeneous Time-Step). Pour des raisons de 
stabilité, cette intégration sur les lignes de courant peut faire l’objet d’un schéma itératif supplé-
mentaire (à chaque itération, on intègre les équations de comportement de chaque point 
d’intégration à son successeur seulement, figure 3-3-(a)).  
Dans ce schéma, l’intégration des équations (3.2)-(3.3) se fait par un schéma classique d’Euler 
vers l’arrière (-méthode avec  =1), et la solution des équations d’équilibre prend en compte ces 
contraintes réactualisées, selon l’équation « lagrangienne réactualisée » : 
   * *:  D d T T V dS 
 
        (3.5) 
en sorte que T  représente le vecteur contrainte appliqué aux frontières ∂Ω du domaine de la 
bande Ω (T = σn, τ, Timp).  
Cette équation est discrétisée par des éléments finis hexaédriques linéaires, à huit nœuds, se-
lon le schéma standard de Galerkin. Pour éviter les phénomènes de « verrouillage », le terme en 
σh.Trace(D), qui provient de la décomposition déviateur – pression de la première intégrale, est 
sous-intégré avec un seul point d’intégration, situé au centre de l’élément.  
Le système non linéaire en vitesse résultant de cette discrétisation est résolu en utilisant une 
méthode de Newton - Raphson accélérée par une recherche linéaire (line search).  
3.1.2 Tec3 
À partir du champ de contrainte calculé dans la tôle, la pression de contact tôle/cylindres σn est 
déduite de la relation (3.6).  
 .n cn   (3.6) 
nc est la normale locale à la surface de contact tôle/cylindre (∂Ωc).  
Cette contrainte σn est utilisée comme une entrée du modèle de calcul 3D de la déformation 
élastique de la cage (Tec3) qui est détaillé dans [ 3]. La déformation d’un cylindre de la cage est 
décrite par une combinaison de la théorie des poutres de Timoshenko (comprenant l’effet de ci-
saillement transverse) avec le modèle de Boussinesq pour la déformation d’un milieu semi-infini. 
Le contact entre les cylindres de la cage, y compris le phénomène de roll-kiss5 en laminage de 
tôles fines, est pris en compte en utilisant le modèle de contact Hertzien 3D.  
Les équations décrivant la réponse élastique de la cage sous l’effet de la contrainte σn sont dis-
crétisées en utilisant la technique des coefficients d’influence (cf. chapitre 2). L’étape finale de 
l’algorithme décrit dans la figure 3-3-(a), consiste en la détermination de l’équation d’équilibre 
de la cage soumise aux efforts de contact (contrainte normale et tangentielle de frottement), ce 
                                                   
5 La mise en contact des cylindres de travail de part et d’autre de la tôle : contact cylindre de travail/cylindre de travail. 
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qui permet l’actualisation de la flexion et de l’aplatissement des cylindres. Les équations discréti-
sées forment un système non linéaire à cause de la dépendance des longueurs de contact entre 
cylindres à la répartition de σn. Ainsi, la méthode itérative de Newton - Raphson est utilisée.  
3.2 Implémentation du modèle simplifié de flambage dans Lam3/Tec3 
Le modèle simplifié de flambage de Counhaye est implémenté en utilisant le critère de flam-
bage (2.43) comme montré figure 3-3-(b) : en chaque point d’intégration de Gauss G, la déforma-
tion reprise par le flambage fi (i=I,II) est déduite des incréments des contraintes principales dans 
le plan de la tôle σi  (i=I,II) selon (3.7). Une fois cette déformation exprimée dans le repère du 
laboratoire (x,y,z), elle est rajoutée à l’incrément de déformation globale ε à chaque itération de 
Newton - Raphson it, comme le montrent les équations de la figure 3-3-(b). À la convergence, 
l’équilibre mécanique est respecté (résidu  0) et les contraintes locales hors emprise sont re-
laxées là où le flambage s’est produit. 
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Figure  3-3. (a) Algorithme général du logiciel Lam3/Tec3, (b) Algorithme de cou-
plage de Lam3/Tec3 avec le modèle simplifié de flambage. 
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3.3 Problèmes de convergence et introduction d’un terme d’amortissement 
Dans ce paragraphe, le « cas 1 » (cas de laminage de fer blanc, dernière cage tandem), présen-
té dans le tableau 1 de l’annexe 4, est considéré dans le but d’effectuer une comparaison avec 
l’expérience et les résultats obtenus par Counhaye [ 5]. La figure 3-4  montre le profil transversal 
de la contrainte σxx à mi-intercage6, calculé en utilisant l’algorithme exposé ci-dessus (figure 3-3-
(b)).     
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Figure  3-4. La contrainte longitudinale σxx hors emprise donnée par 
Lam3/Tec3-Counhaye : forte fluctuation numérique aux bords. 
En analysant la figure 3-4 on constate que pour ce cas : 
 sans prise en compte du flambage, les contraintes à mi-intercage sont très différentes des 
mesures expérimentales7. Même si la mesure sur l’extrême rive est impossible, il paraît 
clair que la solution numérique est inexacte.  
 l’implémentation du modèle de flambage simplifié rapproche les résultats des mesures 
expérimentales dans le sens de la relaxation des contraintes sous l’effet du flambage.  
 en revanche, de fortes oscillations apparaissent aux bords, là où les mesures ne sont pas 
disponibles. Ces oscillations ne sont clairement pas physiques et résultent d’instabilités 
numériques.   
En utilisant ce modèle simplifié, le flambage est traité à l’échelle d’un élément, et même plus 
précisément de chaque point matériel (les contraintes de compression sont relaxées en chaque 
point d’intégration quand elles dépassent localement σc). Par conséquent, l’algorithme de flam-
bage risque de forcer la structure à flamber à des endroits et à des échelles trop exiguës pour que 
le flambage puisse s’y produire (il faudrait imaginer des modes de longueur d’onde quasi-nulle). 
Peut-être cela rend-il le problème EF à résoudre trop fortement contraint, d’où la difficulté de 
convergence qui se traduit par les oscillations numériques. Pour résoudre ce problème de conver-
gence, nous avons été amenés à utiliser un paramètre d’amortissement η. Ce paramètre est utilisé 
                                                   
6 La position mi-intercage est située à un endroit plus ou moins équidistant de deux cages successives. À cet endroit qui est 
loin de l’emprise, les contraintes et les vitesses sont stabilisées et c’est à peu près là que les mesures de planéité à l’aide des rou-
leaux tensiomètres (cf.  1.2.4.i) sont prises.  
7 Celles-ci sont effectuées à l’aide des rouleaux de planéité (ou tensiomètre) par ArcelorMittal.  
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de façon à ce qu’à chaque itération de Newton - Raphson it, la déformation reprise par le flam-
bage est remplacée par une moyenne pondérée avec sa valeur antécédente, comme décrit dans la 
relation (3.8).  
 , , 1 ,1   ;  ,f f fi it i it i it i I II           (3.8) 
Le nouvel algorithme de couplage dans Lam3/Tec3-Counhaye devient celui de la figure 3-5. 
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Figure  3-5. Algorithme de couplage de Lam3/Tec3 avec 
le modèle simplifié de flambage en utilisant le paramètre 
d’amortissement  η. 
L’utilisation du paramètre d’amortissement a apporté une amélioration considérable des ré-
sultats, qui se superposent maintenant avec les mesures expérimentales comme le montre la fi-
gure 3-6-(a). D’autre part, la figure 3-6-(b) montre aussi que les résultats obtenus sont quasi-
invariants par rapport à la valeur de σc, quand cette dernière est choisie petite devant le plus haut 
niveau de compression max   dans la tôle hors emprise (ici max 760 MPa     et σc vaut : -10, -1 et -
0.1 MPa). Dans le cas contraire, c'est-à-dire quand σc est choisie excessivement grande (ici -1000 
MPa), l’équation (3.7)-b est partout vérifiée hors emprise, le calcul est donc équivalent au calcul 
standard de Lam3/Tec3.  
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On peut de plus dire que le présent mo-
dèle (Lam3/Tec3-Counhaye basé sur la 
MEF) et le modèle de laminage de Coun-
haye (MDF), bien qu’assez différents, abou-
tissent à des résultats semblables - avec ou 
sans flambage (cf. les figures 3-2 et 3-6). 
Cela peut être considéré comme une valida-
tion. Nous verrons cependant plus loin que 
les résultats présentent localement des diffé-
rences.  
Si le résultat donné par Lam3/Tec3-
Counhaye correspond à la solution réelle du 
problème, cette dernière doit être indépen-
dante du paramètre numérique η. Ce point 
doit maintenant être vérifié. De plus, il reste 
à établir un critère de choix précis et préala-
ble de la valeur de η adéquate  pour faciliter 
la convergence. Pour cela, l’examen de 
l’effet de η sur les résultats, la convergence 
et le coût CPU de calcul, a été effectué pour 
le « cas 1 ». D’après la figure 3-7, on cons-
tate que les résultats sont quasi-invariants 
pour une plage de valeur du paramètre 
d’amortissement η allant de 10-1 à 10-3 envi-
ron. Cependant, pour des valeurs comprises 
entre 10-4 et 10-5, on commence à apercevoir 
une sensibilité à η. Pour des valeurs encore 
plus faibles, l’amortissement devient trop 
faible et la prise en compte du flambage ne 
se fait plus. On obtient ainsi des résultats très 
ressemblants à ceux de Lam3/Tec3-standard.   
Concernant le coût de calcul, qui reflète la 
facilité de convergence, on a remarqué une 
variation notable à partir de η ≈ 10-3. Au dessus de cette valeur, le temps de calcul augmente très 
sensiblement. Cette augmentation s’explique par la difficulté de convergence qui se manifeste 
alors.  Pour des valeurs de η  plus petites, le temps du calcul tend asymptotiquement vers le coût 
en CPU d’un calcul de Lam3/Tec3-standard, c'est-à-dire d’un calcul sans flambement (cf. figure 
3-8). Cela signifie que diminuer η facilite la convergence d’une part, mais d’autre part tend à 
faire appliquer de moins en moins le critère simplifié de flambage. Ainsi, η doit être choisi le 
plus petit possible sans annihiler la prise en compte du flambage. Pour le « cas 1 », la valeur op-
timale de η, qui permet un minimum en CPU et une stabilité des résultats, est comprise donc en-
tre 10-4 et 10-3. 
On retrouve les mêmes effets de η sur les résultats et la convergence dans le « cas 2 » détaillé 
dans le tableau 2 de l’annexe 4, cas de laminage d’une tôle de largeur 1224 mm (tôle large) et 
d’épaisseurs en entrée et en sortie d’emprise respectivement de 0.58 et 0.572 mm (très faible ré-
duction). Les tractions de laminage appliquées sont de 207 MPa en amont et de 27.3 MPa en 
aval. On utilise la loi de frottement de Coulomb avec un coefficient de frottement de 0.13. Pour 
ce cas, la valeur optimale identifiée de ce paramètre est beaucoup plus petite, soit aux alentours 
de 10-5 et de 10-6. Ainsi, il n’existe pas une valeur de η valable pour tous les cas de laminage. De 
plus, il est difficile de lui affecter au préalable une valeur convenable, puisque aucun critère n’a 
été identifié à présent. Actuellement, η est donc déterminé de la manière suivante : 
Figure  3-6. (a) : comparaison entre le profil 
transversal de la contrainte σxx à mi-
intercage donné par les mesures expérimen-
tales, Lam3/Tec3-standard et Lam3/Tec3-
Counhaye (« cas1 ») : l’utilisation du para-
mètre d’amortissement η donne des résul-
tats qui coïncident avec les mesures expéri-
mentales. (b) : effets de la valeur de σc  sur le 
profil de contrainte. 
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 Lancer le calcul de 
Lam3/Tec3-Counhaye avec 
une grande valeur de η (gé-
néralement on commence 
avec une valeur proche de 1).  
 Les difficultés de conver-
gence, si elles existent, sont 
tout de suite observées dès la 
première ou la deuxième mi-
nute du calcul par le nombre 
important d’itérations.  
 Si c’est le cas, on arrête le 
calcul et on le recommence 
avec un η plus petit (d’un 
test au suivant, on divise gé-
néralement η par 10).  
 Cette procédure est répétée 
tant qu’on n’atteint pas un 
comportement convenable.  
En examinant l’évolution des 
contraintes σxx et σyy le long des li-
gnes de courant sur la figure 3-9, on 
constate que les contraintes com-
pressives ne sont pas relaxées im-
médiatement à la sortie de l’emprise. 
Elles évoluent encore dans le sens 
du laminage pour s’approcher pro-
gressivement de σc (ici σc = -10 
MPa). D’ailleurs, on note que sur 
une longueur non négligeable en 
aval de l’emprise, les contraintes de 
compression sur les bords excèdent 
σc, ce qui paraît paradoxal, et 
contraire au modèle de Counhaye [ 5] où le critère   c est respecté en tout point (cf. figure 3-
10), ce qui est d’ailleurs physiquement excessif comme nous l’avons souligné. Cela signifie que 
dans notre calcul, les défauts de planéité n’apparaissent pas aussitôt après la sortie de l’emprise. 
D’ailleurs, on enregistre dans ces environs des déformations λ insignifiantes.  
Compte tenu du principe d’intégration des contraintes le long des lignes de courants que 
Lam3/Tec3 utilise, la relaxation graduelle des contraintes se traduit par une croissance progres-
sive des déformations reprises par le flambage dans la direction de laminage. Cela implique que 
la déformation totale λf (  ,f fI II  ) qui a permis de ramener σxx en accord avec les mesures ex-
périmentales à une position loin en aval de l’emprise, est un cumul des λf calculées en amont de 
cette position, sur la même ligne de courant. Peut-être que, sans l’utilisation du paramètre 
d’amortissement η, la relaxation des contraintes dans la sortie immédiate de l’emprise serait bru-
tale, causant les problèmes de convergence observés dans la figure 3-4. L’utilisation de η permet 
donc d’adoucir la relaxation des contraintes, pour qu’elle soit progressive. Dans le cas présent, 
cela correspond-il à la réalité ? En d’autres termes, peut-on assimiler la relaxation progressive de 
la contrainte σxx (sur la figure 3-9) à des ondulations sur les bords (bords longs) qui commencent 
à apparaître à partir d’une certaine distance (~10mm) de l’emprise et s’amplifient progressive-
ment vers l’aval ? C’est un point que nous devrons confronter au modèle plus puissant de flam-
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Figure  3-7. Comparaison des profils de la contrainte 
σxx  (à mi-intercage) sans et avec flambage en utilisant 
différentes valeurs du paramètre η. 
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bage, que nous détaillerons dans le chapitre 4 et dont nous analyserons les résultats ultérieure-
ment (cf. chapitres 5 et 6).    
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Figure  3-8. Évolution du temps CPU en 
fonction du paramètre d’amortissement η 
pour le « cas 1 ». 
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Figure  3-9. Évolution des contraintes σxx (a) et σyy (b) le long des lignes de courant 16 et 19 
(rive : cf. figure 3-11) de l’amont vers l’aval de l’emprise. 
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Figure  3-10. Évolutions de la contrainte longitudinale 
σxx le long de la rive (avec et sans flambage) : comparai-
son entre les résultats de Lam3/Tec3 et ceux de Coun-
haye [ 5]. 
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Figure  3-11. La topologie du maillage utilisé par Lam3/Tec3 
(ici, le maillage utilisé pour le « cas1 »). 
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3.4 Etude de l’interaction entre le flambage et l’emprise 
Une seconde observation des figures 3-9 et 3-10 suggère que la contrainte longitudinale σxx 
dans l’emprise, ainsi que les autres composantes de contrainte, ne sont pas modifiées par le flam-
bage. Il est va de même pour les vitesses, en particulier pour la vitesse longitudinale Vx, comme 
le montre la figure 3-12. Des différences entre les résultats des calculs avec et sans flambage sont 
toutefois observables, quand on examine les profils des variables d’état suivant des lignes de ran-
gées transversales8 de nœuds du maillage, à des positions différentes le long de l’emprise. Ces 
différences sont néanmoins minimes, elles sont au plus de l’ordre de 0.1% pour Vx par exemple 
(cf. figure 3-14). 
Le traitement du flambage n’est pas appliqué dans l’emprise, mais cette dernière pourrait être 
affectée par la réorganisation des contraintes que le flambage induit. Ce point important doit être 
analysé plus en détail, avec d’autres variables. Nous nous plaçons toujours dans le « cas 1 » (ta-
bleau 1 de l’annexe 4). Le profil d’épaisseur de la tôle (figure 3-15) n’est pas modifié quand le 
flambage est pris en compte. Également, l’effort de laminage et la pression de contact (colline de 
frottement), qui sont représentés respectivement dans les figures 3-16 et 3-17, ne montrent aucun 
effet du flambage. Enfin, pour les deux configurations (avec et sans flambage), les forces totales 
de laminage sont identiques. Ainsi, on conclut que malgré la modification de la distribution des 
contraintes hors emprise, y compris au voisinage immédiat de la sortie, aucune interaction em-
prise/flambage n’a été détectée dans ce cas.  
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Figure  3-12. Évolution de la vitesse longitudinale Vx dans l’emprise le long de quelques li-
gnes de courant (« cas 1 ») : les positions de ces lignes de courant sont données figure 3-13. 
                                                   
8 Suivant les positions des nœuds contigus du maillage de la tôle, formant des alignements suivant la largeur (suivant y).  
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Figure  3-13. Vue de dessus (suivant l’axe z) du maillage de 
la tôle dans l’emprise (« cas 1 »). 
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Figure  3-14. Profils de la vitesse longitudinale Vx  suivant des rangées trans-
versales des nœuds du maillage de la tôle à différentes positions le long de 
l’emprise (« cas 1 ») : les positions de ces rangées transversales de nœuds sont 
données figure 3-13.  
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Figure  3-15. Profil d’épaisseur de la tôle en entrée et en sortie de l’emprise (« cas 1 »). 
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Figure  3-16. Répartition de l’effort de laminage par unité de longueur sui-
vant la largeur de la tôle (« cas 1 »). 
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Figure  3-17. Évolution de la contrainte normale de contact bande - cylindre 
le long de la ligne de courant au centre (a)  et en rive (b) pour le « cas 1 ». 
Ce résultat n’est vrai qu’en première analyse, et plus ou moins suivant les cas. En effet, pre-
nons un autre cas représenté dans le tableau 2 (annexe 4) ; ce « cas 2 » correspond à une très fai-
ble réduction – la déformation élastique est dominante, ou du moins très significative dans ce 
cas ; la tôle est aussi un peu plus large que dans le « cas 1 », la force de contre-flexion est plus 
grande. Les contraintes et les déformations dans l’emprise sont influencées par le flambage 
comme le montre la figure 3-18. 
Pour ce cas, on enregistre un chan-
gement significatif du champ de 
vitesse dans l’emprise, particuliè-
rement en sortie de cette dernière où 
le profil de la vitesse longitudinale 
Vx est complètement modifié (cf. 
figure 3-20 et 3-21) ; notons qu’il 
s’agit de variations de l’ordre du %, 
mais c’est l’ordre de grandeur de la 
déformation, donc du différentiel de 
vitesse aval - amont. Le champ de 
contraintes subit le même sort et le 
profil de la contrainte longitudinale 
σxx loin en aval de l’emprise devient 
proche des mesures expérimentales 
– là où la mesure est possible (cf. 
figure 3-22). Par contre, l’effet de la 
prise en compte du flambage n’est 
pas aussi net sur la pression de 
contact pièce-cylindres, comme on 
le voit sur la figure 3-23. En effet, 
une modification a été apportée localement en rive (figure 3-23-a) sur la pression de contact, et 
donc sur la distribution transverse d’effort de laminage (cf. figure 3-24) ; ailleurs, les résultats 
sont quasi-inchangés. Cette petite modification paraît à première vue suffisante pour se répercu-
ter sur la géométrie du contact et par suite sur le bombé tôle en sortie de l’emprise (cf. figure 3-
25). Notons cependant que ces changements de profil sont bien inférieurs au µm !  
Remarque 7  : 
La figure 3-21 montre que les modifications du champ de vitesse dues à la prise en compte du 
flambage ne sont observées qu’à partir de la ligne neutre (cf. définition de la ligne neutre dans le 
paragraphe  1.3.8). 
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Figure  3-18. Évolution de la contrainte σxx le long de la 
ligne de courant en rive et au centre (« cas 2 ») : l’effet 
du flambage sur les contraintes dans l’emprise est plus 
important vers la rive qu’au centre. 
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Figure  3-19. Vue de dessus (suivant l’axe z) du maillage de la 
tôle dans l’emprise (« cas 2 »). 
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Figure  3-20. Profils de la vitesse longitudinale Vx  suivant des rangées trans-
versales de nœuds du maillage de la tôle à différentes positions le long de 
l’emprise (« cas 2 ») : les positions de ces rangées transversales de nœuds 
sont données figure 3-19. 
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Figure  3-21. Évolution de la vitesse longitudinale Vx dans l’emprise le long de quelques li-
gnes de courant (« cas 2 ») : les positions de ces lignes de courant sont données figure 3-19. 
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Figure  3-22. Profils transversaux de la contrainte longitudinale 
σxx à mi-intercage donnés par Lam3/Tec3 standard, Lam3/Tec3-
Counhaye et les mesures expérimentales (« cas 2 »). 
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Figure  3-23. Évolution de la contrainte normale de contact bande - cylindre 
le long de la ligne de courant en rive (a)  et au centre (b) pour le « cas 2 ». 
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Figure  3-24. Répartition de l’effort de laminage par unité de largeur de la 
tôle (« cas 2 »). 
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Figure  3-25. Profils d’épaisseur de la tôle en sortie de l’emprise (« cas 2 »). 
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3.5 Prédiction des défauts de planéité avec le modèle simplifié de flambage 
La figure 3-26 montre les cartes de contrainte longitudinale σxx(x,y) en aval de l’emprise. La 
transformation de cette contrainte par la prise en compte du flambage est clairement observable. 
Les défauts manifestes qui sont responsables de cette transformation sont illustrés par 
l’intermédiaire des déformations f sur la figure 3-27 : un défaut en bords longs est visible ( fI > 
0), l’angle α est presque nul (donc I = x). La composante fII  est faible partout sauf en rive et sur 
une courte distance après l’emprise, à une orientation  ≈ 30° (plis obliques). Toutefois, aucune 
donnée expérimentale n’est disponible pour confirmer ou infirmer ces détails. 
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Figure  3-26. Cartes de contrainte longitudinale σxx en aval de l’emprise sans (a) et 
avec (b) flambage (« cas 1 »). 
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Figure  3-27. Défauts de planéité pour le « cas 1 ». 
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3.6 Conclusion 
L’implémentation du critère de flambement simple de Counhaye a bien permis de retrouver la 
relaxation des contraintes et de retomber sur les profils expérimentaux à mi-intercage. Il a cepen-
dant été nécessaire d’introduire un amortissement dans la prise en compte du critère, sans quoi 
les variations trop brutales de déformation entraînent des difficultés sérieuses de convergence, et 
des oscillations des contraintes en rives.  
Dans la zone de sortie d’emprise, notre implémentation ne respecte pas instantanément le cri-
tère, contrairement à celle de Counhaye [ 5] : elle retarde son application de quelques millimètres. 
Cette différence nous empêche de conclure nettement sur le lieu de naissance du flambement, 
juste en sortie d’emprise ou plus loin. Nous aurons donc recours à une modélisation bien plus 
puissante du flambement, détaillée dans les prochains chapitres.  
Enfin, les deux cas traités ont montré une rétroaction faible, quoique non nulle, du flambement 
post-emprise sur l’état de l’emprise. Il conviendra donc dans le futur de vérifier sur un plus large 
ensemble de cas si oui ou non cette interaction est significative ; ou, si elle existe, de cerner le 
domaine où elle est forte et où une modélisation vraiment couplée de l’emprise et du flambement 
est nécessaire. 
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CH.4 Un modèle EF de flambage de coques sous contraintes 
résiduelles 
Dans une structure, la répartition des champs de contraintes résiduelles peut être plus ou moins 
hétérogène, et peut causer le flambage quand ces contraintes dépassent un certain niveau critique. 
Pour un milieu continu, ces contraintes résiduelles ont deux origines :  
 thermique : un matériau est soumis à des variations de température sans avoir la possibili-
té de se dilater librement.   
 Mécanique : un matériau subit une déformation plastique hétérogène.  
Dans la plupart des procédés de mise en forme, notamment en laminage des tôles minces, le 
flambage est incontrôlable et peut avoir des effets néfastes sur la structure. De ce fait, ce phéno-
mène doit être analysé afin de comprendre ses causes, pouvoir le modéliser et essayer de l’éviter. 
On a dit précédemment qu’on ne trouve pas dans la littérature de modélisation de défauts de 
planéité en laminage prenant en compte le post-flambement. Les auteurs ayant travaillé sur la 
planéité [ 54, 56- 59,  67] se limitent à des calculs de flambage linéaire, c'est-à-dire uniquement à la 
recherche des modes propres de flambage. Cela permet seulement d’avoir une idée sur la forme 
des défauts en laminage, sans possibilité de les quantifier (en UI par exemple), ou de déterminer 
la forme de la structure après flambage sous contraintes résiduelles. Or dans certains cas, on a 
observé qu’une tôle peut passer d’un mode à un autre au cours du post-flambage.  
On dispose d’un modèle éléments finis de flambage, basé sur la Méthode Asymptotique Nu-
mérique (MAN : cf. §  4.4) et une formulation coque  [ 68], que l’on nommera « MAN ». Ce mo-
dèle est capable de simuler le flambage et le post-flambage des coques sous contraintes résiduel-
les. Des développements lui ont été apportés dans le présent travail, afin de l’adapter à la modéli-
sation les défauts de planéité en laminage comme détaillé dans les chapitres 5 et 6.  
Dans le présent chapitre, nous explicitons les bases théoriques et les formulations utilisées 
pour bâtir un modèle de flambage de coques sous contraintes résiduelles ayant une capacité de 
calcul du post-flambage. Nous validerons ce modèle par des applications simples, et nous 
l’utiliserons ensuite pour caractériser les défauts de planéité en laminage dans les chapitres qui 
suivent.  
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Remarque 8 : 
Le modèle éléments finis de flambage introduit dans ce chapitre caractérise le flambage sous 
contraintes résiduelles quelle que soit leur origine : thermique ou mécanique. Cependant, pour la 
modélisation des défauts de planéité en laminage détaillée dans les chapitres suivants, on rappelle 
que les aspects thermiques en laminage seront négligés, sachant que Lam3/Tec3 est capable de 
les prendre en compte. 
4.1 Description géométrique et cinématique de la coque utilisée 
La cinématique de base utilisée dans le cadre de la présente formulation est simple ; elle re-
pose sur les théories classiques des plaques et coques. La position d'un point quelconque de la 
géométrie décrite sur la figure 4-1 est repérée, sur la configuration initiale, par un vecteur x ex-
primé sous la forme suivante : 
     1 2 3 1 2 3 3 1 2x , , , ,r a          (4.1) 
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Figure  4-1. Description géométrique et cinématique de la coque  [ 69]. 
 
où r est un vecteur qui repère la position de la surface moyenne, a3 est le vecteur directeur normal 
à la coque au point considéré et (θ1, θ 2, θ3) désignent les coordonnées curvilignes convectives. 
En supposant une variation linéaire du champ de déplacement dans la direction de l'épaisseur, ce 
dernier peut s'écrire comme suit : 
     1 2 3 1 2 3 1 2, , , ,             (4.2) 
où ζ et ω représentent respectivement le déplacement d'un point de la surface moyenne et la va-
riation du vecteur directeur de la coque entre la configuration de référence et celle déformée. 
Nous pouvons définir le vecteur x  de la configuration déformée par : 
   3 3 3 3x r a r a          (4.3) 
À partir de (4.2) et (4.3), nous pouvons déduire les composantes de la déformation γc de 
Green-Lagrange dans la base contravariante tel que :  
 23 3ijc ij ij ijQ        (4.4) 
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On remarque que le terme β33 est nul à cause de l’hypothèse de la linéarité du déplacement 
dans la direction de l’épaisseur, ce qui peut engendrer le problème de verrouillage9 dans certaines 
situations. Afin d’éviter ce problème, Büchter et al. [70] montrent que 33c  doit être au moins li-
néaire dans l’épaisseur, c'est-à-dire que β33 doit être au moins une constante non nulle dans la di-
rection de l’épaisseur. De ce fait, on introduit dans la formulation une déformation supplémen-
taire non compatible   au moyen du concept EAS (Enhanced Assumed Strain) proposé par Simo 
et Rifai  [ 71] ; elle doit être orthogonale au champ de contraintes et indépendante du déplacement. 
Elle représente une variation linéaire de la déformation 33c  dans l'épaisseur, une des caractéristi-
ques de l'élément coque proposé par Büchter et al. [ 70]. La définition de   se traduit alors par 
(4.5) : 
 : 0
c
tS d
  


 
  




  (4.5) 
4.2 Formulation variationnelle du modèle « MAN » 
Le point de départ de cette formulation est la fonctionnelle de Hu-Washizu à trois champs qui 
sont le déplacement ξ, la déformation γ et la contrainte S. Ces champs sont considérés a priori 
indépendants. Cela nous permet d’introduire l’enrichissement du champ de déformation à l’aide 
de  . Nous utilisons en outre une loi de comportement linéaire, mais des lois non linéaires peu-
vent être introduites dans le cadre de cette formulation.  
Deux types de chargements sont considérés pour modéliser les défauts de planéité en laminage 
des tôles : la traction de laminage et les contraintes résiduelles engendrées par l’hétérogénéité de 
la déformation plastique de la tôle dans l’emprise.  
Ainsi, la stationnarité de la fonctionnelle de Hu-Washizu avec la prise en compte des relations 
(4.5) permet d’obtenir le système suivant : 
                                                   
9 Le verrouillage de cisaillement apparaît dans les structures minces en flexion pure; il se traduit par une surestimation de 
l'énergie de cisaillement transverse lorsque la discrétisation ne permet pas de satisfaire les conditions cinématiques de Kirchhoff. 
Le verrouillage de membrane intervient dans ces structures si les effets de flexion et ceux de membrane ne sont pas découplés. Le 
verrouillage volumétrique, quant à lui, peut survenir lorsque le matériau est presque incompressible [ 72,  73 et  71]. 
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 (4.6) 
avec λ(tra) et λ(res) deux paramètres scalaires qui permettent de faire varier respectivement le ni-
veau de chargement en traction (P) et en contraintes résiduelles de référence (Sres). 
On admettra les numérotations suivantes des bords de la plaque auxquels des conditions aux 
limites sont imposées selon le cas traité. Pour les applications au laminage, le choix des condi-
tions aux limites est détaillé plus loin (cf. chapitres 5 et 6). 
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Figure  4-2. Géométrie et nomenclature des bords de la plaque. 
Le modèle de flambage proposé sera utilisé en quatre étapes. À chacune de ces étapes corres-
pond un type de chargement : traction appliquée sur le bord ∂Ω3 ou contraintes résiduelles appli-
quées dans tout le volume de la bande. Dans ce qui suit, nous détaillerons chaque étape (cf. §  4.3) 
avec sa formulation en partant du système de base (4.6) (cf. §  4.4). 
4.3 Les différentes étapes d’utilisation du modèle de flambage « MAN » 
4.3.1 Première étape (pré-tension : figure 4-3) 
Dans la première étape, on met la bande sous tension : on applique une pression P uniformé-
ment répartie sur le bord 3. Cela permet de lui donner plus de rigidité et surtout d’approcher les 
conditions réelles de laminage (tension intercage ou des enrouleurs). On considère le problème 
(4.6) sans les contraintes résiduelles (λ(res) = 0) et on fait varier λ(tra) de zéro à une valeur ( )ˆ tra  
définie par l’utilisateur et qui sera généralement fixée à un. 
 
Chapitre 4. Un modèle EF de flambage de coques sous contraintes résiduelles 
 73 
 
Bo
rd
 1
 ; 
∂Ω
1 
Bord 4 ; ∂Ω4 
 
Bord 2 ; ∂Ω2 
 
Bo
rd
 3
 ; 
∂Ω
3 
x 
y 
z 
( )
( ) ( )ˆ: 0
tra
tra tra
P
 


+ État initial 
 
Figure  4-3. Étape 1 : Mise sous tension de la plaque. 
4.3.2 Deuxième étape (calcul de flambement : figure 4-4)   
La deuxième étape consiste à chercher les modes de flambage de la bande sous contraintes ré-
siduelles. On part de la solution de l’étape 1, c'est-à-dire avec la bande sous tension ( ( ) ( )ˆtra tra  ). 
En faisant varier λ(res), on cherche la première valeur critique de cette dernière à laquelle on ob-
serve le flambage de la bande. À cette valeur critique, qu’on note λc, correspond un mode de 
flambage. 
La recherche de la charge critique de flambage est effectuée à l’aide d’un indicateur de bifur-
cation. En effet, on perturbe le problème fondamental (4.6) avec une force fictive, ce qui nous 
permet de construire un problème auxiliaire. L’intensité de la force de perturbation est appelée 
indicateur de bifurcation qui s’annule exactement aux points singuliers. Ainsi, la résolution du 
problème auxiliaire permet de déterminer la charge critique et le mode de flambage correspon-
dant (cf. §  4.4.2). 
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Figure  4-4. Étape 2 : Recherche de la charge critique de flambage et du 
mode correspondant. 
4.3.3 Troisième étape (calcul du post flambage : figure 4-5) 
Dans la troisième étape, on effectue une étude de post-flambage de la plaque sous traction et 
sous contraintes résiduelles. On part de la solution de l’étape 1, correspondant à la mise sous ten-
sion ( ( ) ( )ˆtra tra  ), et on introduit une fraction du mode de flambage comme défaut géométrique 
initial dans le maillage de la bande. Ensuite, on calcule l’évolution de la déformée et des contrain-
tes dans la structure par un suivi de courbe avec prise en compte de la non linéarité géométrique ; 
λ(res) varie de zéro à  ˆ res . 
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Figure  4-5. Étape 3 : Calcul de l’état post-flambé de la plaque sous tension 
(suivi de courbe). 
4.3.4 Quatrième étape (déchargement de la traction P : figure 4-6) 
L’étape 4 consiste à relâcher la traction appliquée dans la première étape à partir de l’état fi-
nal de l’étape 3. Ici, on fait varier λ(tra) de  ˆ tra  à zéro et λ(res) est maintenue égale à  ˆ res . 
L’objectif est de calculer les contraintes et l’état déformé de la plaque après le relâchement. Dans 
le cadre de la simulation du laminage, cela permet d’approcher l’état de la tôle après la découpe 
par exemple.  
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Figure  4-6. Étape 4 : Calcul de l’état post-flambé de la plaque relâchée (sui-
vi de courbe). 
4.4 Méthode asymptotique numérique pour la résolution du problème non 
linéaire  
Pour un problème non linéaire quelconque ayant U comme inconnue et λ comme paramètre de 
chargement, la résolution à l’aide de la méthode asymptotique numérique consiste à développer U 
et λ en séries entières par rapport à un paramètre  « a » :      
0
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0
1
( )
( )
N
i
i
i
N
i
i
i
U a U a U
a a  


 
 


 (4.7) 
Pour notre problème, composé des quatre étapes détaillées précédemment (cf.  4.3),  on pos-
sède deux paramètres de chargement : )(tra et )(res . Ces derniers ne varient pas en même temps, 
c'est-à-dire qu’un seul paramètre de chargement varie pendant une étape de calcul. À une étape 
donnée, c’est le paramètre de chargement variable qui est développé en série entière, tandis que 
l’autre est maintenu constant. Ainsi, )(tra est développé en série dans la première et la quatrième 
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étapes correspondant respectivement à la mise en tension de la bande et à la phase de relâche-
ment. Dans l’étape 1, )(res est nul ce qui signifie que les contraintes résiduelles ne sont pas prises 
en compte ; à l’étape 4, )(res est fixé à la valeur calculée en fin de l’étape 3 (  ˆ res ).  Dans les 
deuxième et troisième étapes, c’est )(tra qui est maintenu constant à la valeur correspondante à la 
fin du calcul de l’étape 1 (  ˆ tra ), par contre  res  est développé en série entière pour la détection 
du point de bifurcation et pour le suivi des branches bifurquées. Ainsi, le paramètre λ du système 
(4.7) correspond à : 
 λ(tra) dans les étapes 1 et 4 ; 
 λ(res)  dans les étapes 2 et 3.   
Quant au vecteur U, il regroupe les trois variables  , ,S  .  
En substituant les équations (4.7) dans  le problème non linéaire (4.6) et en identifiant les ter-
mes à chaque ordre des séries, (4.6) se transforme en une suite de problèmes linéaires qui seront 
résolus à l’aide de la méthode des éléments finis [ 74]. Pour les quatre étapes de calcul, on détaille 
ci-dessous (§  4.4.1 -  4.4.4) le développement asymptotique permettant d’obtenir cette suite de 
systèmes linéaires, qu’on peut écrire de la façon symbolique suivante :  
à l’ordre 1 :                  
1 1( )tL U F  (4.8) 
à l’ordre p (1 < p ≤ N) : 
( ) nlt p p pL U F F   (4.9) 
où Lt est l’opérateur tangent et F  est un vecteur qui représente les efforts appliqués.  
Le problème à l’ordre p fait intervenir un vecteur au second membre nlpF  qui prend en compte 
les effets des non linéarités et qui dépend des solutions obtenues aux ordres précédents. Notons 
que tous les problèmes linéaires obtenus admettent le même opérateur tangent, ce qui permet de 
ne décomposer qu’une seule matrice pour la résolution de tous ces problèmes.  
Pour la résolution des problèmes (4.8) et (4.9), on utilise la méthode des éléments finis et seuls 
le champ de déplacement   et la déformation additionnelle   sont discrétisés. Pour ne garder 
que le champ de déplacement comme variable principale, une technique de condensation a été 
utilisée au niveau élémentaire donnant p  en fonction de p . Une fois le champ le déplacement 
calculé, toutes les autres variables sont mises à jour. Les détails de la discrétisation sont donnés 
par un exemple dans l’annexe 1 (discrétisation du problème de l’étape 3). La discrétisation de 
(4.8) et (4.9) donne : 
à l’ordre 1 :  
    1 1ˆTK F   (4.10) 
à l’ordre p (1 < p ≤ N) :  
      ˆ nlT p p pK F F    (4.11) 
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 TK  est la matrice de rigidité tangente. 
Remarque 9  : 
Le problème à l’ordre 1 est le problème tangent, exactement le même que celui obtenu dans 
une procédure itérative de type Newton - Raphson.  
Afin de résoudre (4.10) et (4.11), il nous faut une relation supplémentaire qui définit le type de 
pilotage utilisé. De la même manière que pour les algorithmes itératifs classiques, on peut piloter 
les calculs en force, en déplacement ou encore en longueur d’arc imposée. Pour ce faire, on défi-
nit l’équation supplémentaire suivante : 
        1 0 1 2 0 1ta             (4.12) 
où 1 et 2 sont deux paramètres scalaires. Si 1 0   et 2 0  , on parlera d’un pilotage en force 
imposée ; si 1 0   et 2 0  , on parlera d’un pilotage en déplacement imposé et si 1 0   et 
2 0  , on parlera alors d’un pilotage en longueur d’arc imposée.  L’application de la technique 
de perturbation à l’équation (4.12) permet d’écrire : 
à l’ordre 1 :  
    21 1 1 2 1 1t       (4.13) 
à l’ordre p (1 < p ≤ N) :  
   1 1 2 1 0tp p        (4.14) 
La résolution des problèmes (4.10)-(4.11) permet d’obtenir la branche solution en décompo-
sant une seule matrice de rigidité tangente. Comme les séries ont un rayon de convergence limité, 
une technique de continuation est utilisée pour permettre d’obtenir toute la branche solution (cf. 
figure 4-7). Le rayon de validité maxa de la solution polynomiale est calculé en exigeant que la 
différence relative entre les solutions à deux ordres consécutifs reste petite devant un paramètre 
conv choisi par l’utilisateur : 
       
   
1
max max
max 0
1
N
N
N
conv
a U
U U
a
a
U


 

 (4.15) 
avec : 
 
0
N
N i
i
i
U a U

  (4.16) 
C’est ainsi qu’une technique de continuation efficace peut être obtenue permettant de calculer 
les longueurs de pas de façon complètement automatique et a posteriori, à partir des termes des 
séries déjà construites. Nous obtenons donc des pas adaptatifs en fonction des non linéarités loca-
les de la branche solution.  
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La solution polynomiale peut être largement améliorée en utilisant les approximants de Padé. 
L’expérience sur plusieurs problèmes de mécanique montre que ces fractions rationnelles permet-
tent de diviser le nombre de pas par deux comparé à la représentation en séries entières [ 75, 76]. 
Une technique de prédiction - correction d’ordre élevé peut également être utilisée dans ce 
contexte. Cela permet d’obtenir des algorithmes plus robustes et peu coûteux en temps de calcul 
[ 77, 78]. 
 
Figure  4-7. Schématisation du principe de la MAN  [ 74]. 
 
Dans ce qui suit, on présente les détails sur les formulations et les développements asymptoti-
ques des quatre étapes. 
4.4.1 Calcul du problème de traction : étape 1 
Dans cette étape, le problème (4.6) se réduit au système suivant : 
    
    
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
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 




 (4.17) 
Le développement en séries entières des variables U  et λ(tra)  permet d’écrire la suite des systè-
mes linéaires comme suit :  
à l’ordre 1 :  
      
    
3
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1 0 0 1
1 1 0
1
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 (4.18) 
Comme seules les variables ξ et   sont discrétisées, nous condensons la troisième équation du 
système (4.18) (relation de comportement) dans les deux premières équations du même système. 
Nous obtenons : 
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         
 
    
3
1 0 1 1 0
( )
0 1 1
1 0 1 1
2 , : : 2 ,  
                                  : 2 ,      
2 , : :  0                       
tl nl l nl
t nl tra
tl nl
d
S d P dS
d
      
  
  

   
  
  
  

 

      
  










  

 


 


 (4.19) 
à l’ordre p ≥ 2 : 
      
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 (4.20) 
De même que pour l’ordre 1, l’écriture condensée du système (4.20) est la suivante :  
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 (4.21) 
4.4.2 Calcul de la charge critique et du mode de flambage : étape 2 
Dans cette section est présenté un indicateur de bifurcation adapté à la méthode asymptotique 
numérique  [ 79, 80]. Cela consiste à perturber le problème fondamental (4.6) par une force fictive 
∆μ.fμ qui provoque une variation du déplacement, des contraintes ainsi que la déformation addi-
tionnelle . On note ces variations respectivement par ∆ξ, ∆S, ∆  . 
Dans l’annexe 2 on montre que cette perturbation engendre le problème auxiliaire suivant : 
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Afin de résoudre (4.22) avec la MAN, nous développons les nouvelles variables (∆ξ,   ,∆S) 
et le paramètre ∆μ sous forme de séries entières pour obtenir la suite de systèmes auxiliaires sui-
vante : 
à l’ordre 0 :  
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 (4.23) 
à l’ordre p≥1 :   
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 (4.24) 
On peut adopter les écritures symboliques suivantes des systèmes (4.23)-(4.24) : 
 
à l’ordre 0 : 
 0 0 0tL U F    (4.25) 
à l’ordre p≥1 :    
 0 nlt p p pL U F F     (4.26) 
 0 .tL  est l’opérateur tangent, le même qui sert au calcul de la branche fondamentale. 
Pour résoudre le problème auxiliaire, on a besoin d’une condition supplémentaire : 
 pour l’ordre 0, on choisit ∆μ0 = 1 ; ce qui permet d’obtenir ∆U0=(∆ξ0,∆S0, 0  ) 
 Pour les autres ordres (p≥1), on choisit la condition d’orthogonalité suivante : 
 0 0 0, 0tL U U U      (4.27) 
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Cela nous permet de calculer les termes ∆Ui et ∆μi. D’autre part, si dans un pas MAN de longueur 
« amax », un point singulier existe, on cherche la valeur de « a » comprise entre zéro et « amax », 
pour laquelle ∆μ s’annule. Enfin, le mode de flambage est défini par ∆U = ∆U(ac). Pour un 
exemple donné sur la figure 4-8, on montre l’évolution de l’indicateur de bifurcation ∆μ sur un 
pas MAN ; ainsi, on peut obtenir la valeur de ac.  
Les avantages de cette technique utilisant l’indicateur de bifurcation sont les suivants :  
 Le coût de calcul est réduit, puisque dans le calcul de l’indicateur de bifurcation on utilise 
le même opérateur tangent 0tL  qui a servi pour le calcul de la branche fondamentale ; seuls 
des seconds membres sont calculés. 
 Cet indicateur est très bien adapté aux problèmes où le pré-flambage est non linéaire. 
 Le problème auxiliaire permet d’obtenir à la fois le point singulier et le mode corres-
pondant.  
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Figure  4-8. Détection du point singulier à l’aide de l’indicateur 
de bifurcation. 
4.4.3 Calcul du post-flambage sous contraintes résiduelles : étape 3 
Dans cette étape, on reprend le calcul à partir de la fin de l’étape 1. Il s’agit d’effectuer un sui-
vi de courbe en non linéarité géométrique, en prenant en compte un défaut géométrique corres-
pondant à une fraction du mode de flambage calculé à l’étape 2. 
Le problème (4.6) s’écrit pour cette étape : 
    
      
3
( )
( )
: 2 ,  
:  0
:
ˆ   
:  ,
tra
t
t l n
res r
l
t
l n el s
S d
S
dS
S d
d
P
S
   

 
    

     





  

 
 


   






 
 (4.28) 
 ˆ tra  est fixée, et correspond à la valeur calculée de  tra  en fin du calcul de l’étape 1. 
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Les variables sont développées en séries entières, de façon à obtenir la suite de problèmes li-
néaires suivante :  
à l’ordre 0 : 
    
        
3
( )
0 0
0
0 0 0 0 0 0
ˆ: 2 ,               
:  0
: 2 ,  
t l nl tra
t
res resl nl
S d P dS
S d
S S
      

      
 

     
  

    
 
 

 (4.29) 
La solution de ce système est celle obtenue à la fin de l’étape 1. Toutefois, on l’écrit pour faire 
apparaître la traction P dans la formulation de cette étape : 
 
à l’ordre 1 : 
      
    1
1 0 0
1 0
1
1
( )
1 1 1
: 2 ,  : 2 ,  0  
:  0
                : 2 ,       
t l nl t nl
l n el
t
r s res
S
S
u d S d
S d
S
      
 


    
 

      
 





    
 
 
 
 (4.30) 
à l’ordre p ≥ 2 : 
        
         
1
0 0
1
1
0
1
 : 2 ,  : 2 ,  : 2 ,             
:  0
: 2 , ,   
p
t l nl t nl t nl
p p i p i
i
t
p
p
res resl nl nl
p p p p i p i p
i
S d S d S d
S d
S S
          

         


  





         
  

          
  




(4.31) 
Comme pour l’étape 1, on peut condenser ces systèmes (4.30)-(4.31) pour obtenir : 
 
à l’ordre 1 : 
         
      
      
1 0 1 0
1 0 0 1
( )
1 0
 2 , : : 2 ,  
: : 2 ,  : 2 ,       
                                                           : 2 ,          
tl nl l nl
l nl t nl
tres res l nl
d
d S d
S d
         
        
     

 

      
       
  

 




      t( )1 0 1 1 1
   
 2 , : :  : :  :      
tl nl t res resd d S d         
  









       

      
 (4.32) 
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à l’ordre p ≥ 2 : 
         
      
        
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S d S d
         
        
        
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 
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
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 
 


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
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    
   
1
0
1
0
t1 t( )
1
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                   , : : 2 ,   
 2 , : :  
              : :  , : :  :      
p tnl l nl
i p i
i
tl nl
p p
p
t nl res res
p i p i p
i
d
d
d d S d
       
     
       






  

    
 
  
       
 


  

   



 




















 (4.33) 
Remarque 10 : 
La seule différence entre la formulation de l’étape 1 et celle de l’étape 3 est le chargement, ce 
qui se traduit par l’apparition des deux termes (*) et (**) du second membre dans le système 
(4.33). 
4.4.4 Calcul du relâchement : étape 4 
Dans cette étape, on part du résultat de l’étape 3 et on relâche la traction qui a été appliquée 
dans l’étape 1. La formulation du présent problème est gouvernée par le système suivant : 
  
      
3
( ): 2 ( , )    
: :  0
ˆ: ( , )
t l nl tra
t
res resl nl
S d P dS
S d
S S
      

      
 

   

  

    
 
 

  (4.34) 
( )ˆ tra  et ( )ˆ res  sont les valeurs de ( )tra  et ( )res  atteintes respectivement à la fin des étapes 1 et 
3. Pour relâcher la traction P, on fait varier ( )tra  de ( )ˆ tra  à 0 et on maintient  res  égale à  ˆ res . 
Le développement asymptotique en séries entières permet d’écrire les systèmes pour chaque or-
dre. A l’ordre 0, on a : 
      
 
3
( ) ( )
0 0
( )
0
ˆ ˆ: 2 ,  :              
ˆ:  :     
tt l nl res res tra
tt res res
S u d S d P dS
S d S d
       
  
  
 
      

    

  
  
 (4.35) 
Ce système est déjà résolu à la fin de l’étape 3. On l’écrit dans le but de faire apparaître le 
terme en contraintes résiduelles (Sres) dans la formulation de cette étape.  
Pour les ordres supérieurs (p≥1), les systèmes s’écrivent exactement comme pour l’étape 1 : 
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à l’ordre 1 : 
      
    
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 (4.36) 
à l’ordre p ≥ 2: 
      
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 (4.37) 
On peut les écrire sous les formes condensées suivantes : 
à l’ordre 1 : 
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 (4.38) 
à l’ordre p ≥ 2: 
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 (4.39) 
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4.5 Applications et validations 
4.5.1 Plaque sous contrainte résiduelle longitudinale homogène 
Des tests de validation ont été effectués en 
comparant les résultats du modèle « MAN » avec 
des applications dont les solutions analytiques 
sont connues, données par Timoshenko [ 61].  
Soit une plaque en appuis simples sur les deux 
extrémités, et soumise à une distribution de 
contrainte résiduelle homogène de référence, dont 
seule la composante longitudinale est non nulle : 
   
2
2
MPa
12 1
ref
xx
h E
b


     
. La plaque est de 
longueur l, de largeur b et d’épaisseur h = 1mm. 
Elle est constituée d’un matériau dont les constan-
tes d’élasticité sont données par le module de 
Young E = 200 GPa et le coefficient de Poisson 
υ=0.3. Deux configurations ont été exami-
nées comme exposé sur la figure 4-9 : plaque à bords libres et plaque à bords en appuis simples. 
On supposera la symétrie par rapport au plan (x,y) en y=0, pour ne modéliser que la moitié de la 
structure.  
En faisant varier le rapport « l/b », la figure 4-10 montre qu’on obtient une très bonne coïnci-
dence entre les valeurs de la charge critique λc issues de notre modèle et celles données par les 
calculs analytiques. 
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Figure  4-10. Évolution de la charge critique de flambage λc en fonction du rap-
port longueur/largeur de la plaque, pour un champ de contrainte de référence en 
compression homogène et unidirectionnel. Ici, des appuis simples sont considérés 
sur les deux extrémités de la bande. 
La figure 4-11 montre l’état post-flambé de la plaque ainsi que l’évolution du paramètre du 
chargement λ(res) en fonction du déplacement hors plan du nœud « A » indiqué sur la même fi-
gure. En examinant cette évolution, on observe que λ(res) se sature à la charge critique λc (ici λc = 
4.46 qui correspond à la valeur analytiquement obtenue par  Timoshenko [ 61]. 
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Figure  4-9. Les deux configurations 
utilisées pour les tests de validation.  
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Figure  4-11. (a) : Etat post-flambé d’une plaque en appuis simples sur les quatre 
bords, soumise à une contrainte résiduelle de référence homogène σxx. (b) : Evolu-
tion du paramètre du chargement λ(res) au cours du flambage. 
 
4.5.2 Plaque sous contrainte résiduelle longitudinale hétérogène dans la largeur 
4.5.2.i Démarche générale 
On présentera dans la suite de ce chapitre des cas où seule la composante longitudinale du ten-
seur de contrainte résiduelle de référence est non nulle. Celle-ci aura une distribution hétérogène 
selon une forme analytique dans la largeur (suivant y) et constante suivant la longueur (suivant la 
direction x). 
Un défaut de planéité en bords longs se traduit par des bords ondulés, ce qui nécessite a priori 
un profil présentant une compression en rive ; inversement, il faut une compression au centre 
pour un défaut en centre long. Comme exemple, on adoptera dans un premier temps un profil de 
référence utilisé par Bush et al.  [ 59] (cf. figure 4-12 : bords longs), dans le but de comparer avec 
ses travaux. Ce profil est appliqué à une plaque de longueur l = 500mm, de largeur b=100mm et 
d’épaisseur h =1mm. Les propriétés élastiques sont données par le module d’Young E=200GPa et 
le coefficient de Poisson υ=0.3. 
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Figure  4-12. Profil de la contrainte longitudinale résiduelle de 
référence σxx suivant la largeur de la bande, favorisant un flam-
bage en bords longs (profil utilisé par Bush et al. [ 59]). 
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4.5.2.ii Importance de la force externe de traction P 
Pour que la simulation de flambage reste cohérente avec le procédé de laminage, une traction 
P sur le « bord 3 » doit être impérativement prise en compte. Celle-ci n’est pas explicitement 
prise en compte dans les travaux de Bush, mais elle apparaît comme une moyenne non nulle et 
positive du profil imposé. A titre d’exemple, le profil de référence de la figure ci-dessus a une 
moyenne de 207MPa environ. Cela veut dire que la bande est soumise à une traction d’intensité 
207MPa et une distribution de contrainte résiduelle auto-équilibrée ( )xx y  telle que :  
/ 2
/ 2
/ 2
/ 2
( ) ( )
1 ( )
1 ( ) 0
xx xx
b
xx
b
b
xx
b
y P y
P y dx
b
y dx
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
 






 (4.40) 
Néanmoins, nos calculs ont montré que la traction P doit être impérativement prise en compte, 
c'est-à-dire qu’elle doit être considérée comme condition aux limites, sur le  « bord 3 ». D’ailleurs 
nous allons constater dans la suite qu’en utilisant le modèle « MAN » pour n’importe quel champ 
de contraintes résiduelles de référence, une tôle non tendue (P =0) flambe suivant un mode glo-
bal. Ceci est vrai même pour des champs de contraintes résiduelles de référence ayant une 
moyenne strictement positive suivant la longueur de la tôle. Particulièrement, pour ce cas traité 
dans lequel la moyenne de σxx(y) est égale à 207 MPa, on obtient pour une traction P nulle le 
mode de  la figure 4-13.   
De même, on a tenté d’imposer un profil de contraintes censé donner un centre long. Contrai-
rement aux cas de flambement en bords longs, on a constaté qu’un défaut en centre long à pro-
prement parler n’est obtenu que si la zone de compression est localisée au centre, sur une fraction 
modeste de la largeur (cf. figure 4-14).  
 
 
x 
y z 
 
Figure  4-13. Déformée de la tôle pour une traction nulle et le 
profil de contrainte résiduelle longitudinale de la figure 4-12. 
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Figure  4-14. Formes post-flambées de deux plaques soumises à des contraintes résiduelles σxx non 
uniformes dans la largeur (favorisant  un flambage en centre long) et une traction P=100MPa. 
On peut observer l’effet de la traction imposée explicitement sur le « bord 3 » à travers les ré-
sultats suivants. En effet, en analysant la figure 4-16, on constate que les défauts de planéité sont 
de plus en plus localisés quand on fait croître la traction P. Au-delà d’un certain niveau de cette 
dernière, les modes deviennent invariants ce qui correspond au domaine quasi-linéaire de la 
courbe λc=f(P) sur la figure 4-15. Sur cette même figure, on montre que ces résultats ont été éga-
lement obtenus par Abaqus®, en utilisant des champs de contraintes thermiques comme expliqué 
dans le paragraphe  2.5.1.ii. Ainsi, on vient de montrer la nécessité de soumettre la plaque à une 
traction à l’extrémité pour obtenir le bon mode de flambage sous contraintes résiduelles et appro-
cher les conditions réelles de laminage. 
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Figure  4-15. Influence de la traction P sur la charge critique de flambage λc  
pour  les cas représentés dans la figure 4-16. 
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Figure  4-16. Influence de la traction P sur le mode de flambage en bords longs et en cen-
tre long, pour des contraintes résiduelles σxx uniformes dans la longueur de la plaque, 
ayant les profils présentés en haut de la figure. 
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4.5.2.iii Retour sur les conditions aux bords et au centre 
Si on revient aux articles ( [ 54, 56- 59, 67]), on cons-
tate que les modèles existants sont limités par un 
besoin de connaissance a priori du mode de flambage 
à obtenir, reposant sur une analyse visuelle des dis-
tributions de contraintes résiduelles de référence ap-
pliquées. Fisher et al. ([ 56- 58]) choisissent une forme 
analytique du mode comprenant des paramètres, avec 
lesquels ils cherchent à minimiser une fonctionnelle 
qui représente l’énergie de déformation élastique du 
flambage. Par ailleurs, Bush  [ 59] et Yukawa [ 60] 
s’assurent d’obtenir le mode présupposé en imposant 
les conditions aux limites nécessaires. Par exemple, 
une fixation de toute la rangée de nœuds de la ligne 
du centre le long de la plaque est nécessaire afin 
d’obtenir un mode en bords longs ; on fixe la ligne 
du bord si on veut obtenir un mode en centre long.  
En fait, quel que soit le champ de contrainte rési-
duelle de référence appliqué à une plaque, le calcul 
MAN montre que les modes en centre long et en 
bords longs sont obtenus en fonction des conditions 
aux limites imposées (cf. figure 4-17). Pour une pla-
que soumise simplement à la contrainte longitudinale 
homogène utilisée dans le paragraphe  4.5, on peut 
obtenir un mode en centre long si on fixe le bord et 
en bord long si on  fixe le centre. De même, pour le 
profil de la figure 4-12, qui a causé naturellement un 
flambage en bords longs, si on fixe les bords, on ob-
tiendra un flambage en centre long ; inversement 
pour le profil de la figure 4-14-a, si on fixe le centre, 
on obtient un bord long. Cette fixation des conditions 
aux limites en fonction d’une solution présupposée 
n’est pas nécessaire dans le présent modèle 
« MAN », ce qui lui donne une plus grande générali-
té.  
Réalisons une comparaison avec un cas traité par 
Bush et al.  [ 59] : une plaque dont les propriétés élas-
tiques sont identiques au cas précédent, mais de longueur l = 500mm, de largeur b=100mm et 
d’épaisseur h =1mm, soumise au profil de contraintes longitudinales résiduelles de référence 
σxx(y) montré dans la figure  4-18-a. Par ailleurs, on rappelle que pour obtenir des bords longs, les 
auteurs de [59] fixent le centre de la plaque et pour obtenir un centre long, ils fixent les bords. On 
a vu que ces conditions aux limites supplémentaires, ne faisant pas partie du problème posé, leur 
permettent d’aboutir aux résultats souhaités. Ainsi, pour ce profil typiquement obtenu en lami-
nage, les auteurs fixent le centre de la plaque en supposant qu’a priori le mode de flambage est en 
bords longs. Notre modèle n’a besoin d’aucune de ces conditions supplémentaires ; toutefois, 
dans le but de faire une comparaison exacte avec les travaux de Bush et al.  [ 59], nous adoptons 
ici les mêmes conditions : une fixation du centre de la plaque ayant les bords libres et les deux 
extrémités en appuis simples et sans traction (P = 0 MPa). Les figure 4-18-(b) et (c) montrent que 
les résultats sont quasi-identiques, sauf que notre modèle est capable de fournir la forme post-
flambée : l’amplitude des défauts est de l’ordre de 2mm. 
 
(c) 
P = 100 MPa 
λc = 1.41 
(d) 
P = 100 MPa 
λc = 14.10 
(b) 
P = 200 MPa 
λc = 598.92 
(a) 
P = 200 MPa 
λc 559.74 
Figure  4-17. Les modes de flambage 
en centre long ou en bords longs 
pourront être obtenus pour n’importe 
quel chargement en jouant sur les 
conditions aux limites. (a) : plaque 
sous chargement homogène σxx=-10 
MPa ayant les bords fixes ; (b) : pla-
que sous chargement homogène σxx = 
-10 MPa ayant le centre fixe ; (c) pla-
que sous chargement σxx ayant le pro-
fil suivant la largeur montré dans la 
figure 4-12 en fixant ses bords ; (d) 
plaque sous chargement σxx ayant le 
profil suivant la largeur montré dans 
la figure 4-14-a en fixant le centre.  
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Figure  4-18.  Comparaison entre les résultats obtenus par Bush et al. [ 59] (b) 
avec ceux du présent modèle de flambage (c) pour les conditions citées dans le 
paragraphe  4.5.2. 
 
4.5.2.iv Choix de la longueur de plaque 
La finalité de nos travaux est de modéliser les défauts de planéité en laminage dus au flambage 
sous l’effet des contraintes résiduelles. Les conditions aux limites naturelles sont la sortie d’une 
cage et l’entrée de la suivante (ou de la bobineuse), où l’on peut supposer des appuis simples. 
Mais cette longueur est grande et le calcul devient coûteux. Peut-on raccourcir le modèle, et de 
combien, sans risquer de fausser les résultats ? Il est clair par exemple que la longueur du modèle 
doit être supérieure à la longueur d’onde des défauts, mais de combien ?  
Des tests ont été réalisés, montrant que le mode de flambage et la nature du défaut ne sont pas 
affectés par la longueur de la bande si cette dernière reste supérieure ou égale à la longueur 
d’onde du défaut. La figure 4-19 montre que pour une longueur égale à trois ou à six fois la lon-
gueur d’onde, le mode est le même. 
 
P = 100 MPa 
λc = 0.675 
4,6 mm 
P = 100 MPa 
λc = 0.674 
4,8 mm 
 
Figure  4-19. Absence d’influence de la longueur de la bande sur le mode de flambage local 
(ici, flambage en bords longs).  
 
4.5.2.v Notion de planéité latente et planéité manifeste en utilisant le modèle « MAN » 
Dans le paragraphe  4.5.2.ii, nous avons montré des exemples de calcul de l’état post-flambé 
d’une plaque soumise à un champ de contraintes résiduelles hétérogènes, pour différents niveaux 
de traction P. Parmi ces exemples, reconsidérons le profil de contrainte défini figure 4-12, avec 
une traction P égale à 150 MPa. La forme post-flambée de la plaque est retracée ci-dessous.   
Sous traction, les ondulations perçues dans la figure 4-20-(a) représentent un défaut manifeste 
en bords longs qui, par analogie avec le laminage, apparaît en ligne (en cours de laminage, sous 
traction). La partie latente du défaut est cachée par l’effet de la traction (voir les notions de dé-
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fauts latents et manifestes § 1.2.2), et se transforme en défaut manifeste quand on relâche la trac-
tion P (quatrième étape du calcul : cf. §  4.3.4). 
Nous pouvons prédire les défauts latents pour ce cas en observant la répartition du champ (σxx-
P) dans la plaque flambée sous traction. À l’aide de la figure 4-21–(a), on constate que cette 
quantité est négative près des bords : elle représente un défaut latent, qui se libère en déformation 
supplémentaire quand on relâche la plaque. Cette déformation supplémentaire engendre le chan-
gement de mode, par rapport à l’état sous traction (figure 4-20-(b)), et la redistribution des 
contraintes internes (cf. figure 4-21–(b)). 
 
(a) (b) 
vue suivant x 
 
Figure  4-20. (a) : État post-flambé d’une plaque soumise à un champ de contrainte résiduelle 
hétérogène de référence σxx  ayant le profil défini sur la figure 4-12, et une traction P =150 
MPa ; (b) : État post-flambé de la plaque suite à son relâchement. 
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Figure  4-21. (a) : Distribution du champ de contrainte σxx (à P près) dans la plaque après le 
flambage sous traction ; (b) : Champ de contrainte σxx redistribué après le relâchement de la 
traction. 
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4.6 Conclusion 
De l’analyse bibliographique présentée dans le chapitre 2, nous avions conclu qu’un modèle 
EF basé sur une formulation de coques serait le mieux adapté à la simulation du flambage des 
tôles et des défauts de planéité en laminage. Dans cette vision, nous avons construit un modèle de 
flambage de coques utilisant la MEF et la MAN. Ce modèle a été conçu de telle sorte qu’il puisse 
détecter avec précision la charge critique et le mode de flambage, même pour des chargements 
complexes, avec de plus la capacité de faire des calculs de post-flambage. Ce modèle « MAN » a 
été validé par des applications ayant des solutions analytiques et des comparaisons avec d’autres 
modèles issus de la littérature, ainsi qu’avec le logiciel Abaqus®.  
Les points les plus importants à souligner sont : 
 Comparé aux modèles existants, on a montré que le modèle « MAN » est suffisamment ri-
che pour détecter « spontanément » des modes de flambage, sans rajouter de conditions 
aux limites non représentatives du problème initialement posé et fondées sur une estima-
tion a priori du mode de flambage.   
 Ce modèle a montré que la traction P appliquée sur une plaque influe considérablement 
sur la solution obtenue.  
 La MAN est un très bon outil pour le pilotage des calculs en présence d’instabilités. 
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CH.5 Modèle de laminage Lam3/Tec3-MAN découplé 
Dans l’approche découplée, la différence par rapport aux exemples du chapitre 4 est que le 
modèle de flambage est utilisé en chaînage avec Lam3/Tec3 de la manière suivante : 
 un premier calcul de laminage est effectué à l’aide de Lam3/Tec3, sans tenir compte du 
flambage, fournissant des champs de contraintes résiduelles, y compris hors emprise. 
 Ces champs de contraintes résiduelles sont utilisés comme chargements dans le calcul de 
flambage de coques qui permet d’obtenir la charge critique, le mode de flambage ainsi 
que l’état post-flambé et la nouvelle répartition des contraintes dans la tôle. 
Pourquoi utiliser l’approche découplée ? 
Une simulation à l’aide d’un modèle couplé Lam3/Tec3-MAN (cf. chapitre suivant : chapitre 
6) est certainement chère en temps de calcul, alors que l’approche Lam3/Tec3-MAN découplée 
est vraisemblablement plus rapide. Néanmoins, elle n’est permise, a priori, que pour les cas ne 
présentant pas d’interaction emprise/flambage. Or, il n’est pas tout à fait évident de déceler au 
préalable la présence ou non de cette interaction pour un cas donné. Ainsi, l’utilisation de la mé-
thode découplée se soumet à une hypothèse forte qui néglige les effets du flambage sur l’emprise 
et qui risque de donner une fausse solution d’un problème traité. D’ailleurs,  même si, pour un 
cas donné, le flambage n’affecte pas l’emprise, chose qu’on peut vérifier antérieurement avec le 
modèle Lam3/Tec3-Counhaye, l’approche découplée reste équivoque. En effet, pour les cas dans 
lesquels on n’a pas observé d’interaction emprise/flambage à l’aide de Lam3/Tec3-Counhaye 
(« cas 1 » par exemple), les résultats des approches Lam3/Tec3-MAN couplée et découplée doi-
vent être comparés. Si les résultats de ces deux approches s’accordent, cela confirme l’utilisation 
de l’approche Lam3/Tec3-MAN découplée, mais seulement pour les cas sans interaction em-
prise/flambage. 
Pour effectuer le chaînage entre les deux modèles Lam3/Tec3 et « MAN », qui utilisent deux 
maillages de nature et de topologie différentes (Lam3/Tec3 : éléments hexaédriques 3D, 
« MAN » : éléments coques), une technique de transfert de champs basée sur la méthode des 
moindres carrés mobiles (MLS) est nécessaire. Nous avons toutefois été amené à améliorer et 
adapter cette technique selon nos besoins, comme détaillé dans l’annexe 3. 
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5.1 Modélisation des défauts de planéité en laminage à l’aide de l’approche 
découplée 
Nous avons repris le cas de laminage appelé 
« cas 1 », et en avons considéré un autre nommé 
« cas 3 ». Ce dernier est un cas de laminage d’une 
tôle de largeur 1232 mm (tôle large) et 
d’épaisseurs en entrée et en sortie d’emprise res-
pectivement de 0.409 et 0.279 mm (forte réduc-
tion). Les tractions de laminage appliquées sont de 
179 MPa en amont et de 58 MPa en aval. On uti-
lise la loi de frottement de Coulomb avec un coef-
ficient de frottement de 0.01 (frottement faible). 
Ces deux cas sont représentés en détails dans les 
tableaux 1 (pour le « cas 1 ») et 3 (pour le « cas 
3 ») de l’annexe 4. Ces cas ont été traités par le 
modèle couplé Lam3/Tec3-Counhaye détaillé dans 
le chapitre 3. Avec ce modèle, aucune interaction 
emprise/flambage n’a été enregistrée, ce qui sug-
gère leur traitement par l’approche découplée. Par 
ailleurs, on ne possède des données expéri-
mentales (mesures de la planéité latente) que pour 
le « cas 1 ». Cependant, ces derniers sont suffi-
sants pour juger la validité de nos modèles.   
Dans le calcul MAN, nous ne prenons que la 
partie de la bande en aval de l’emprise, la condi-
tion de symétrie sur le « bord 2 » (centre de la 
bande) a été adoptée, comme dans le calcul de 
Lam3/Tec3. De plus, la sortie de l’emprise est 
assimilée à un encastrement sur le « bord 1 », tan-
dis que sur le « bord 3 » on impose une condition 
d’appui simple ainsi que la traction P. Quant au 
« bord 4 », il est considéré libre.  
Pour un maillage MAN de 40×40 mailles, les 
états post-flambés des tôles laminées, issus du 
modèle de flambage, sont montrés dans les figures 
5-2 et 5-3, ainsi que leurs états après relâchement 
de la traction P.   
5.1.1 Discussion des résultats 
Si on observe les résultats des figures 5-2 et 5-3, on remarque que cette approche découplée a 
permis de faire apparaître des défauts de planéité manifestes. 
Dans le « cas 1 », un pli longitudinal d’une amplitude de l’ordre de 5 à 6 mm est observé lors 
du laminage. Le flambage sous traction avec un tel mode a permis de relaxer les contraintes, en 
particulier σxx qui est ramenée vers les mesures expérimentales (cf. figure 5-1-a). Ce n’est pas le 
mode attendu, puisque cette composante de contrainte est compressive aux bords, donc on sus-
pectait un défaut en bords ondulés. Cependant, ce mode, nommé bords longs, n’a été obtenu 
qu’après le relâchement de la traction, étape dans laquelle le mode a complètement changé (com-
parer figure 5-2-(b) et (c)).      
Figure  5-1. Modification des profils 
transversaux de σxx  à mi-intercage  
par la prise en compte de flambage 
dans les différents modèles (« cas 1 »):                 
(a) Lam3/Tec3-MAN découplé ; (b) 
Lam3/Tec3-Counhaye ; (d) modèle de 
laminage de Counhaye. D’après [ 5].   
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Quant au deuxième cas, le seul défaut local, qui est vraisemblablement non développable, ap-
paraît juste en sortie d’emprise sous forme de plis longitudinaux (cf. figure 5-3-(b)). Ces défauts 
apparaissent généralement à cause de la traction et disparaissent quand cette dernière est relâ-
chée. Toutefois, dans les deux cas traités, ces défauts s’amplifient (« cas3 ») ou bien naissent 
(« cas 1 ») quand la traction est éliminée.  
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Figure  5-2. Composantes du tenseur de contrainte résiduelle à transférer pour le « cas 1 » ((a)) 
ainsi que les défauts de planéité qu’ils induisent quand la tôle est sous traction ((b) : résultat du 
modèle de flambage « MAN » ; (d) : résultat du calcul de flambage donné par Lam3/Tec3-Coun-
haye) et après le relâchement de cette dernière (c). 
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Figure  5-3. Composantes du tenseur de contrainte résiduelle à transférer pour le « cas3 » (a), 
ainsi que les défauts de planéité qu’ils induisent quand la tôle est sous traction ((b) : résultat du 
modèle de flambage « MAN » ; (d) : résultat du calcul de flambage donné par Lam3/Tec3-Coun-
haye) et après le relâchement de cette dernière (c). 
 
 
Soit l’analyse plus complète suivante. Sur les figures 5-4 et 5-5, on montre respectivement 
pour le « cas 1 » et le « cas 3 », les champs de contraintes résiduelles σxx, σyy et σxy avant (état de 
référence des contraintes) et après flambage sous traction. En comparant les deux états pour cha-
cun des deux cas, on remarque que les défauts obtenus sous traction ne sont pas suffisamment 
importants pour modifier la forme des répartitions de ces champs de contraintes. 
 
Chapitre 5. Modèle de laminage Lam3/Tec3-MAN découplé 
 97 
 
 
 
 
 
500 1000 1500 2000
0
50
100
150
200
250
300
350
400
-770
-639
-508
-376
-245
-100
18
149
280
100
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
xx (MPa)
 -760 MPa
500 1000 1500 2000
0
50
100
150
200
250
300
350
400
-220
-183
-145
-108
-70
-33
5
43
80
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
yy (MPa)
500 1000 1500 2000
0
50
100
150
200
250
300
350
400
-174
-137
-101
-64
-27
10
47
83
120
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
xy (MPa)
500 1000 1500 2000
0
50
100
150
200
250
300
350
400
100
100
-31
-10
10
31
51
72
100
113
133
100
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
xx (MPa)
 -81,7 MPa
500 1000 1500 2000
0
50
100
150
200
250
300
350
400
-35
-28
-22
-15
-9
-3
4
10
17
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
yy (MPa)
500 1000 1500 2000
0
50
100
150
200
250
300
350
400
-12
-9
-7
-4
-1
1
4
7
9
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
xy (MPa)
(a) (b) 
 
Figure  5-4. Champs de contraintes résiduelles de référence issues de Lam3/Tec3 (a) et champs de 
contraintes résiduelles après flambage (b) pour le « cas 1 ». 
 
 
Chapitre 5. Modèle de laminage Lam3/Tec3-MAN découplé 
 98 
 
 
 
 
  
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0
100
200
300
400
500
600
-110
-15
58
175
270
365
460
555
650
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
xx (MPa)
 -650 MPabord  
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0
100
200
300
400
500
600
48
58
87
107
126
146
165
185
204
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
xx (MPa)
 -220 MPabord
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0
100
200
300
400
500
600
-223
-193
-163
-133
-103
-72
-42
-12
18
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
yy (MPa)
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0
100
200
300
400
500
600
-16
-13
-10
-7
-5
-2
1
4
7
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
yy (MPa)
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0
100
200
300
400
500
600
-22
13
48
83
118
152
187
222
257
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
xy (MPa)
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0
100
200
300
400
500
600
-4,48
-3,78
-3,09
-2,39
-1,69
-0,99
-0,30
0,40
1,10
direction du laminage
y 
(m
m
)
sortie d'emprise x (mm)
symétrie
xy (MPa)
(a) (b) 
 
Figure  5-5. Champs de contraintes résiduelles de référence issues de Lam3/Tec3 (a) et 
champs de contraintes résiduelles après flambage (b) pour le « cas 3 ». 
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5.1.2 Comparaisons entre Lam3/Tec3-MAN découplée et Lam3/Tec3-Counhaye couplée  
Cette comparaison est fondée sur l’analyse des figures 5-2 et 5-3 qui regroupent : 
 Les cartes des composantes de contraintes issues de Lam3/Tec3-Standard à transférer 
pour le calcul de flambage à l’aide du modèle « MAN »; 
 les défauts de planéité manifestes obtenus à l’aide de Lam3/Tec3-MAN découplé ; 
 les défauts de planéité manifestes (carte d’élongation f ) trouvés par le couplage de 
Lam3/Tec3-Counhaye. 
Lam3/Tec3-Counhaye  ne traite pas l’étape de relâchement de la tôle (quatrième étape du mo-
dèle « MAN »). La comparaison n’est donc effectuée que pour une tôle en cours de laminage, 
c'est-à-dire quand cette tôle est sous traction. 
Pour les cas traités, on constate que les deux modèles concordent sur les défauts de type plis 
longitudinaux (cf. « cas 3 ») en sortie de l’emprise (défauts stationnaires). Cependant, ils sont en 
désaccord pour les défauts instationnaires de bords longs (cf. « cas 1 ») : Lam3/Tec3-Couhaye en 
trouve ( f  > 0), pas Lam3/Tec3-MAN. Par rapport à l’expérience, en comparant les contraintes 
loin après l’emprise sur la figure 5-1, on constate que les résultats du calcul couplé Lam3/Tec3-
Counhaye semblent plus précis que ceux du calcul découplé Lam3/Tec3-MAN, malgré les amé-
liorations apportées par ce dernier par rapport à Lam3/Tec3-standard.   
5.2 Importance de l’utilisation de toutes les composantes planes (σxx, σxy et 
σyy) du tenseur de contraintes résiduelles 
Dans l’étude bibliographique du chapitre 2, on a mentionné que des modèles de flambage de 
coques existants [ 54, 56- 59, 67] ne prennent en compte que la composante longitudinale σxx du 
tenseur de contraintes résiduelles. Cela suppose que les autres composantes, en particulier σyy et 
σxy, ont des effets négligeables sur le flambage et donc sur la planéité. D’autre part, la contrainte 
considérée σxx est supposée uniforme suivant la direction de laminage, ce qui exclut la zone au 
voisinage de la sortie de l’emprise qui présente des variations considérables des contraintes, dé-
formations et vitesses, qui ne se stabilisent que plus loin vers l’aval. Le but de ce paragraphe est 
de montrer qu’ une modélisation précise des défauts de planéité en laminage demande de : 
 considérer toutes les composantes planes du tenseur de contraintes résiduelles hors em-
prise : σxx, σyy et σxy ; 
 tenir compte de la zone transitoire au voisinage de l’emprise, qui présente généralement 
de fortes variations de contraintes.  
5.2.1 Calcul des défauts de planéité en laminage en ne transférant que la composante lon-
gitudinale σxx du champ de contraintes résiduelles  
Prenons le « cas 1 ». Les résultats de la modélisation des défauts de planéité pour ce cas sont 
détaillés dans le paragraphe  5.1.1, où les composantes planes du tenseur de contrainte résiduelle 
ont toutes été considérées. Nous avons traité le même problème en ne transférant que la compo-
sante σxx, dont on représente la distribution sur la figure 5-6. Nous avons constaté que les résultats 
ne sont plus les mêmes : sous traction (en cours de laminage), le pli longitudinal représenté sur la 
figure  5-2-(b) a disparu10, laissant place à des plis proches de l’extrémité sur laquelle la traction 
est appliquée (cf. figure 5-7-(a)). Nous avons tendance à croire que ces derniers plis ne sont 
                                                   
10 On comprend que ce pli est dû principalement à la contrainte σyy. 
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qu’un effet de bord ; dans la réalité, cette extrémité peut être l’entrée d’une prochaine emprise 
d’une cage suivante, ou d’une bobineuse.  
Ces résultats montrent qu’il n’y a pas que la contrainte σxx qui contribue au flambage, ce qui 
signifie qu’il faut inclure au moins les composantes σyy et σxy dans les calculs (si on se place dans 
l’hypothèse de contrainte plane). Mais il est intéressant de noter que relâcher la traction fait appa-
raître le même défaut manifeste en bords longs (amplitude 2 mm, longueur d’onde 150 mm), 
commençant au même endroit que dans la figure 5.2. Autrement dit, le bord long serait sensible 
essentiellement à xx, et yy ne jouerait que sur les plis longitudinaux.  
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Figure  5-6. Distribution de la contrainte longitudinales σxx 
dans la tôle en aval de l’emprise pour le « cas1 ». 
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Figure  5-7. Défauts de planéité pour le « cas 1 » en ne considérant que la composante longi-
tudinale σxx du tenseur de contrainte résiduelle. 
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5.2.2 Calcul des défauts de planéité en laminage en ne transférant que la composante lon-
gitudinale σxx du champ de contrainte résiduelle, supposé uniforme suivant la di-
rection de laminage  
On transfère maintenant toute la zone transitoire au voisinage de l’emprise (« zone 1 » de la 
figure 2-9) dans l’approche découplée Lam3/Tec3-MAN.  
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Figure  5-8. Profil de la contrainte longitudinale σxx  stabilisée à partir de 
quelques centaines de millimètres de l’emprise. 
 
(a) 
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millimètres de la sortie de 
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(b) 
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Figure  5-9. Défaut de planéité pour le « cas 1 » on ne considérant que la composante longi-
tudinale σxx du tenseur de contrainte résiduelle dans la zone stabilisée de la tôle, où les 
contraintes deviennent uniformes dans la direction du laminage.  
 
On remarque que dans le « cas 1 » les ondulations aux bords n’apparaissent pas directe-
ment à la sortie d’emprise, ce qu’on a déjà remarqué sur les figures 5-2-(c) et 5-7-(b). Est-ce 
intrinsèque au problème considéré, ou est-ce dû à la zone de transition en sortie d’emprise ? 
Pour le savoir, nous éliminons cette zone de transition et ne transférons que les contraintes 
stabilisées. σxx devient donc uniforme suivant la direction du laminage (profil rappelé figure 
5-8), et les contraintes σyy et σxy sont négligeables. Les ondulations apparaissent maintenant 
tout près du bord 1 (cf. figure 5-9-(b)). On en déduit ainsi que la naissance tardive des ondu-
lations par rapport à la sortie d’emprise n’est pas un artefact – dû par exemple aux conditions 
aux limites - dans les calculs considérant les zones transitoires (transfert des « zone 1 » et 
« zone 2 » de la figure 2-9, paragraphes  5.1 ou  5.2). Il ne faut donc pas exclure la zone tran-
sitoire proche de l’emprise. Cependant, de nouveau, ni l’amplitude ni la longueur d’onde des 
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défauts ne sont affectées significativement : le transfert de la « zone 1 » n’a donc d’effet que 
dans son voisinage..  
5.2.3 Complément d’analyse des résultats de l’approche Lam3/Tec3-MAN découplée 
Reprenons les résultats des figures 5-2-(b) et 5-1-(a). En analysant ces résultats, nous consta-
tons que sous traction (au cours du laminage), la contrainte σxx de référence (issue de Lam3/Tec3) 
est relaxée aux bords, bien qu’il n’y ait pas eu de flambement dans ces zones, donc pas de relaxa-
tion élastique. La question qui se pose est donc la suivante :  
Pourquoi cette contrainte est-elle si bien relaxée aux bords (cf. figure 5-1-(a)) bien qu’il n’y 
ait pas eu flambement dans ces zones ? 
Généralement, un problème de flambage peut admettre plus d’une solution. Le mode obtenu 
est celui qui présente le minimum de l’énergie. Cela n’est pas toujours intuitif à prévoir : ainsi 
dans le « cas 1 », la solution trouvée privilégie le flambage en un pli longitudinal au centre de la 
tôle sous traction (cf. figure 5-2-(a)). Pourtant, les hauts niveaux de contrainte compressive σxx 
aux bords feraient plutôt penser à un mode en bords longs. D’autre part, on a mentionné précé-
demment que dans une structure, le flambage induit une saturation des contraintes à un niveau 
proche de leur niveau critique de flambage. On l’a vu dans l’exemple simple du paragraphe  4.5. 
Or c’est la contrainte σyy que le mode de flambage en un pli longitudinal devrait relaxer. Il faut 
donc imaginer que la relaxation de σyy dans la « zone 1 » entraîne une réorganisation de σxx pour 
rétablir l’équilibre, qui expliquerait la relaxation des compressions aux bords sur la figure 5-1-(a) 
sans qu’il soit nécessaire de passer par des bords longs. Ce phénomène est observé dans les ap-
plications des deux paragraphes  5.2.1 et  5.2.2. En revanche, pour ces cas, les plis longitudinaux 
qui apparaissent sous tension sur le bord 3 ne sont en fait que des effets de bord11. 
5.3 Conclusion 
Le logiciel de laminage Lam3/Tec3 fournit des distributions de champs de contraintes rési-
duelles souvent complexes. De plus, la topologie de son maillage hétérogène est largement diffé-
rente de celle du modèle « MAN ». Ainsi, le transfert de champs à partir de Lam3/Tec3 au mo-
dèle « MAN », dans le cadre de l’approche découplée (par chaînage entre les deux modèles), 
nécessite une technique de transfert basée sur la méthode des moindres carrés mobiles que nous 
avons optimisée (cf. annexe 3). Par la suite, nous avons montré que le modèle « MAN » est ca-
pable de simuler le flambage en prenant en compte toutes les composantes planes des contraintes 
résiduelles, même quand celles-ci présentent des distributions complexes. Nous avons montré 
que cela rend plus précise la modélisation des défauts de planéité en laminage. 
La question restante est celle de l’approche, couplée ou découplée, nécessaire pour traiter pré-
cisément le problème de la planéité et du couplage emprise / post-emprise. Dans le chapitre sui-
vant, on présente une approche couplée, par itérations entre Lam3/Tec3 et le modèle « MAN » 
(modèle dit Lam3/Tec3-MAN couplé). Le modèle ainsi obtenu peut justifier l’approche décou-
plée si : 
 l’approche couplée Lam3/Tec3-MAN confirme l’absence d’interaction emprise/flambage 
qu’on a pu observer à l’aide de Lam3/Tec3-Counhaye. 
 les deux approches couplée et découplée de Lam3/Tec3-MAN aboutissent aux mêmes ré-
sultats (état de contraintes hors emprise et état post-flambé de la tôle). 
                                                   
11 Dans nos calculs des défauts de planéité en laminage, les contraintes transversales compressives (σyy) qui apparaissent dans 
la tôle ont trois origines : l’élargissement dans l’emprise, l’effet Poisson dû à la traction et l’effet du bord auquel on impose une 
condition aux limites. 
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CH.6 Modèle de laminage Lam3/Tec3-MAN Couplé  
L’approche découplée n’est valable que pour les cas où le flambage a peu ou pas d’effets sur 
l’emprise. Ainsi, pour qu’un modèle de laminage soit plus riche et complet, un couplage doit être 
réalisé entre Lam3/Tec3 et le modèle de flambage de coques « MAN ». Dans cette partie, nous 
exposons la manière dont nous avons effectué ce couplage (et non plus un simple chaînage) pour 
construire un modèle de laminage général nommé Lam3/Tec3-MAN.  
D’autre part, en utilisant le modèle couplé Lam3/Tec3-Counhaye, nous avons montré que le 
flambage est sans effet sur l’emprise dans le « cas 1 », mais pas dans le « cas 2 ». Le recul nous 
manque, sur les quelques cas étudiés, pour définir quand cet effet de couplage est significatif, 
demandant l’approche couplée, et quand il ne l’est pas, justifiant l’approche découplée. Enfin, le 
modèle par nature couplé Lam3/Tec3 – Counhaye utilise une méthode trop simplifiée pour être 
complètement satisfaisante. Le modèle couplé détaillé dans ce chapitre servira donc de référence 
pour de futurs travaux visant à cataloguer les opérations de laminage entre « à coupler » et « à 
traiter en découplé » (donc à moindre coût).  
De ce fait, il est important d’analyser si en utilisant Lam3/Tec3-MAN, le flambage impacte 
l’emprise de la même façon que Lam3/Tec3 - Counhaye dans les deux types de cas. En outre, il 
est essentiel de regarder si le traitement couplé  des cas sans interaction emprise/flambage donne 
les mêmes résultats que le traitement découplé détaillé dans le chapitre 5. 
Bien évidemment, il indispensable de valider au préalable l’approche Lam3/Tec3-MAN cou-
plée en comparant ses résultats avec les mesures expérimentales ; rappelons que malheureuse-
ment, les seules dont nous disposons sont les profils de σxx à mi-intercage.  
6.1   Construction du modèle de laminage couplé Lam3/Tec3-MAN  
Le couplage entre Lam3/Tec3 et le modèle de flambage de coques « MAN » est construit à 
l’aide de trois modèles de base : Lam3, Tec3 et le modèle « MAN ». Chacun de ces trois modèles 
possède des entrées (données) et des sorties (résultats) que détaille la figure 6-1. Ils doivent être 
couplés entre eux de manière que la cage soit calculée par Tec3 (3D), l’emprise par Lam3 (3D) et 
que le modèle de flambage « MAN » (coque) décrive l’état de la tôle hors emprise. Le modèle 
obtenu a l’architecture décrite sur la figure 6-2. 
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Figure  6-1. Description des modèles Lam3, Tec3 et « MAN » à coupler pour construire le modèle 
complet de laminage Lam3/Tec3-MAN. 
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Figure  6-2. Architecture du modèle de laminage couplé Lam3/Tec3-MAN. 
Lam3/Tec3-MAN est constitué de deux sortes de couplages : un couplage entre Lam3 et Tec3, 
et un autre entre l’ensemble Lam3/Tec3 et le modèle « MAN ». Le couplage Lam3/Tec3 a été 
déjà effectué auparavant par Hacquin et al. [ 2] (chapitre 3). Le présent travail consiste donc à 
coupler en contraintes Lam3/Tec3 avec le modèle « MAN ».  
On définit une interface de couplage (ou section de raccordement), montrée sur la même fi-
gure en trait rouge discontinu. Lam3/Tec3 perçoit la redistribution des contraintes causée par le 
flambage à travers cette interface et par l’intermédiaire du vecteur - contrainte cMANT

. Ce vecteur 
contrainte, appliqué sur la facette qui représente la section de raccordement (cf. figure 6-3), est 
déduit du champ de contrainte redistribué après flambage par la relation suivante : 
.cMAN MAN rT n
   (6.1) 
MAN  est le champ de contrainte redistribué par le flambage (calcul MAN) ; 
rn
  est le vecteur normal à la section de couplage (= x  ). 
Une fois cMANT

 calculé, il est ensuite transformé en 3cLamT

 par la relation  (6.2) et imposé en tant 
que condition aux limites pour un calcul Lam3/Tec3, dans lequel le maillage est tronqué hors 
emprise et limité par les sections de raccordement (cf. figure 6-3).  
3
c c
Lam MANT T 
 
 (6.2) 
Chapitre 6. Modèle de laminage Lam3/Tec3-MAN Couplé 
 106 
En d’autre terme, l’équilibre mécanique doit être respecté à l’interface, ce qui signifie aussi la 
continuité de la contrainte entre les deux modèles. 
 
 
3
c c
MAN LamT T 
 
Section d’interface Lam3 - MAN
Traction aval : T1
c
MANT

3
c
LamT

Section de raccordement 
Lam3/Tec3-MAN 
 
Figure  6-3. Couplage entre Lam3/Tec3 et le modèle de flambage « MAN ».  
Le modèle Lam3/Tec3-MAN couplé est construit à l’aide d’un algorithme suivant un schéma 
itératif entre un calcul Lam3/Tec3 et un calcul « MAN ».  
6.2 Algorithme de couplage entre Lam3/Tec3 et le modèle « MAN »   
L’algorithme commence par un calcul Lam3/Tec3 standard qui fournit les contraintes rési-
duelles hors emprise ( res ). Ces contraintes sont ensuite transférées au modèle « MAN » (par la 
technique de transfert des champs : cf. annexe 3) pour initier un calcul de flambage. Le flambage 
redistribue et modifie les contraintes à partir desquelles les vecteurs - contraintes cMANT

 et 3cLamT

 
sont déduits. 3cLamT

 est par la suite imposé comme condition aux limites dans un calcul de 
Lam3/Tec3 standard, mais avec un maillage tronqué hors emprise. Le but de cette étape est de 
faire interagir l’emprise avec le flambage et la redistribution des contraintes hors emprise qu’il 
induit. Si l’emprise est influencée par le flambage, la cage le percevra et donc changera de forme.  
Pour un schéma itératif, on a besoin de reboucler en recalculant de nouveau le champ de 
contraintes hors emprise qui correspond au nouvel état de la cage, ce qui n’est possible qu’avec 
un calcul de Lam3/Tec3 à maillage complet. Pour y parvenir, on récupère la géométrie de la cage 
établie à la troisième étape, correspondant à la nouvelle répartition des contraintes hors emprise 
calculées par le modèle « MAN » (calcul Lam3/Tec3 tronqué hors emprise). Cette géométrie est 
utilisée pour un calcul Lam3/Tec3 avec un maillage complet et avec une cage rigide. C’est ainsi 
qu’on peut réactualiser la nouvelle répartition des contraintes hors emprise qui sera réintroduite 
dans le modèle « MAN ».  
Les étapes décrites dans ce paragraphe représentent une itération du couplage Lam3/Tec3- 
MAN ; elles sont reprises jusqu’à la convergence. Celle-ci est établie quand, d’une itération à une 
autre, l’état du système {cage, emprise, mode de flambage} ne change plus. 
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Calcul Lam3/Tec3 complet  
res  hors emprise. 
Calcul MAN  MAN   3
c
LamT

  
Calcul Lam3/Tec3 tronqué hors emprise, en appliquant 
3
c
LamT

 comme condition aux limites en traction  
Nouvelle géométrie de la cage. 
Calcul Lam3/Tec3 complet en utilisant la géométrie de la 
cage provenant du calcul tronqué (calcul cage rigide)  
res  hors emprise.  
Emprise stabilisée (variables d’état dans l’emprise 
stabilisées), ainsi que le mode de flambage et la 
géométrie de la cage. 
Convergence 
Étape 1 
Étape 2 
Étape 3 
Étape 4 
oui 
non 
Figure  6-4. Algorithme de couplage Lam3/Tec3-MAN. 
La difficulté majeure se trouve à la troisième étape de cet algorithme. Il est difficile de faire 
correspondre la section de troncature du maillage de Lam3/Tec3 avec la sortie ou l’entrée de 
l’emprise pour plusieurs raisons : 
 Tronquer un maillage de Lam3/Tec3 hors emprise revient à mailler une tôle d’une lon-
gueur égale à celle du contact tôle - cylindres. Les extrémités amont et aval d’un maillage 
Lam3/Tec3 forment par construction des sections transversales droites. Or, l’emprise est 
délimitée par deux rangées de nœuds suivant la largeur qui forment généralement des 
courbes (cf. figure 6-5). Il est donc difficile de faire correspondre les sections de tronca-
ture droites du maillage Lam3/Tec3 avec ces frontières courbes de l’emprise. 
 La longueur du contact dans l’emprise est souvent imprévisible : c’est l’une des incon-
nues du problème de laminage. Ainsi, définir au préalable un maillage de la tôle ayant 
une longueur qui coïncide avec la longueur du contact est une opération assez délicate. 
Un maillage très court, risque de ne pas suffire pour couvrir toute la zone de contact tôle - 
cylindres.   
Il est donc nécessaire d’initier le calcul Lam3/Tec3 avec un maillage qui dépasse légèrement 
(de quelques millimètres) la zone de contact tôle/cylindres. Cela nécessite une connaissance ap-
proximative de l’ordre de grandeur de la longueur du contact. Toutefois, dans nos applications, 
nous sommes arrivés à choisir une longueur du maillage convenable de la tôle, qui dépasse 
l’emprise de 1 à 2 millimètres (cf. exemple d’un maillage tronqué en aval de l’emprise sur la fi-
gure 6-5). Dans cette zone qui dépasse l’emprise, désignée par le terme de zone de recouvrement, 
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le maillage 3D de Lam3/Tec3 est super-
posé avec le maillage coque du modèle 
« MAN ». Ce dernier est positionné de 
la telle sorte que le « bord 1 »12 coïncide 
avec la sortie de l’emprise. 
On rappelle que le couplage de 
Lam3/Tec3 avec le modèle « MAN » se 
fait en contrainte, c'est-à-dire qu’il est 
basé sur la continuité de la contrainte en 
passant d’un modèle à l’autre. Il faut 
donc que le vecteur contrainte 3cLamT

 à 
imposer comme une condition aux limi-
tes en traction à Lam3/Tec3 vérifie cette 
continuité définie par (6.2). Par ailleurs, 
comme le montre l’exemple sur la figure 
6-5, la section de troncature du maillage 
Lam3/Tec3 ne coïncide ni avec la sortie 
de l’emprise, ni avec le bord 1 du mail-
lage « MAN ». Une deuxième difficulté 
se pose donc à ce stade : comment dé-
terminer le vecteur contrainte 3cLamT

  
(donc cMANT

) à partir des champs de 
contraintes issues du modèle « MAN », qui vérifie la continuité de contrainte ?     
Remarque 11 : 
Pour rendre les calculs moins coûteux en CPU, dans nos applications du modèle couplé 
Lam3/Tec3-MAN, nous avons utilisé le modèle coque uniquement dans la partie aval de 
l’emprise. Cela implique qu’on a supposé qu’au cours de son défilement, la tôle arrive parfaite-
ment plate dans l’emprise, ce qui fait qu’il n’est pas nécessaire de calculer le flambage en amont 
de l’emprise. 
 
Les sections de troncature amont et aval de Lam3/Tec3, situées dans les zones de recouvre-
ment (cf. figure 6-5), sont supposées droites (de normales x  ). Le vecteur contrainte 3cLamT

 appli-
qué à l’une de ces sections est composé de σxx, σxy et de σxz issues du calcul de flambage 
(« MAN »). Cependant, ces composantes sont définies aux points de Gauss du maillage coque 
qui diffère significativement du maillage Lam3/Tec3. On fait donc appel à la méthode des moin-
dres carrés mobiles (MLS) décrite en annexe 3, qui permet d’interpoler les composantes du vec-
teur 3cLamT

 à partir des champs de contraintes issues du modèle « MAN ». Dans ce contexte, cette 
technique consiste à projeter un nuage de points (contraintes exprimées aux points de Gauss du 
maillage « MAN ») sur une rangée de nœuds (ceux de la facette de normale ± x qui représente la 
section de troncature). Pour tester et comprendre cette procédure, prenons l’exemple sim-
ple suivant : 
Soit une répartition cylindrique de valeurs z(x,y) comme exposé dans la figure 6-6 (a) et (b). 
En utilisant la MLS optimisée par nos soins (cf. annexe 3), on peut obtenir la projection de cette 
distribution z(x,y) sur les droites ∆1 et ∆2 comme le montre la figure  6-6-(c). 
                                                   
12 Les quatre bords du maillage du modèle « MAN » sont désignés dans le chapitre 4. Le bord 1 correspond à la sortie de 
l’emprise, où on a supposé un encastrement.  
 
Sens du laminage 
Symétrie 
x 
y 
Bord 
Zone de recouvrement 
Figure  6-5. Zone de recouvrement entre les deux 
maillages 3D de Lam3/Tec3 et coque du modèle 
« MAN » : « cas 1 ».  
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Figure  6-6. Exemple de projection linéique d’un nuage de valeurs. 
L’emprise peut être sensible à la moindre variation de 3cLamT

 imposée, en amont  comme en 
aval. De ce fait, la moindre erreur commise dans le calcul de ce vecteur, risque de fausser les 
résultats, voire conduire à la divergence du calcul couplé Lam3/Tec3-MAN. Pour cette raison, la 
MLS utilisée doit garantir une précision suffisante dans le calcul de 3cLamT

. D'ailleurs, interpoler 
les composantes de ce vecteur à partir d’un champ de contraintes issu d’un calcul de flambage 
« MAN », est loin d’être aussi simple que l’exemple qu’on vient de traiter. Dans un cas réel de 
laminage, les distributions de contraintes issues d’un calcul « MAN » sont plus complexes, pré-
sentant de fortes variations qui accentuent les erreurs d’interpolation.  
Pour tester l’efficacité de la MLS adoptée vis-à-vis de l’interpolation des composantes du vec-
teur 3cLamT

, un deuxième test a été réalisé : 
On considère le calcul à maillage complet réalisé pour le « cas 1 » à l’aide de Lam3/Tec3 
standard ; les résultats ont été exposés en détail dans le chapitre 3. Pour le même cas, on effectue 
un deuxième calcul à maillage tronqué à quelques millimètres en aval de l’emprise (cf. figure 6-
7). Ici, on impose un vecteur contrainte testT

 en tant que condition aux limites en traction aval sur 
la section de troncature. Les composantes σxx, σxy et σxz  de ce vecteur - contrainte testT

 sont dédui-
tes par interpolation des contraintes aux points d’intégration du maillage complet du premier cal-
cul du même cas. Cette phase correspond à la troisième étape de l’algorithme de couplage 
Lam3/Tec3-MAN (cf. figure 6-4), sauf qu’ici MAN  est remplacé par les contraintes du calcul de 
la première étape de ce même algorithme (i.e. calcul à maillage complet). Si la MLS utilisée est 
assez précise, les résultats obtenus dans le premier (calcul à maillage complet) et le deuxième 
calcul de ce test (calcul à maillage tronqué), en particulier dans l’emprise, doivent être identi-
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ques. La figure 6-7 le confirme, ce qui prouve que la façon de coupler Lam3/Tec3 et le modèle 
« MAN » est correcte. En comparant de plus près les résultats des deux calculs sur la figure 6-8, 
on note que la contrainte σxx donnée par le calcul à maillage complet est identiquement reproduite 
dans le calcul à maillage tronqué. 
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Figure  6-7. Procédure utilisée pour reproduire les résultats d’un calcul de Lam3/Tec3 standard 
à maillage complet dans un calcul Lam3/Tec3 standard à maillage tronqué pour le « cas 1 ».  
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Figure  6-8. Évolution de la contrainte longitudinale σxx le long de 
deux lignes de courant données par Lam/Tec3 standard pour le 
« cas 1 » : comparaison entre les résultats des calculs à maillage 
complet et à maillage tronqué en aval de l’emprise. 
6.3 Applications : Modélisation des défauts de planéité en laminage à l’aide 
de l’approche couplée Lam3/Tec3-MAN 
À titre d’application, nous avons repris les deux cas : « cas 1 » et « cas 2 ». Le modèle couplé 
Lam3/Tec3-Counhaye a montré que ces deux cas font partie de deux configurations différentes : 
dans l’un, l’emprise n’est pas influencée par le flambage (« cas 1 ») ; dans l’autre, la prise en 
compte du flambage a significativement changé les résultats, y compris dans l’emprise (« cas 
2 »). Les résultats ont été détaillés dans le chapitre 3. 
L’utilisation de Lam3/Tec3-MAN couplé, dans ce paragraphe, cherche à répondre à deux ty-
pes de question : 
 les deux approches couplées Lam3/Tec3-Counhaye et Lam3/Tec3-MAN aboutissent-elles 
aux mêmes conclusions sur l’interaction flambage / emprise ?  
 comment les résultats de l’approche couplée Lam3/Tec3-MAN se comparent-ils aux me-
sures expérimentales, et que révèle-t-elle sur les défauts de planéités manifestes ? 
6.3.1 Analyse dans l’emprise 
6.3.1.i Interaction entre l’emprise et le flambage 
Pour le « cas 1 », la figure 6-9 montre les évolutions dans l’emprise de la contrainte longitu-
dinale σxx le long de deux lignes de courant (n°16 et n°19, cf. figure 3-11). On constate que le 
flambage est sans influence sur l’emprise, puisqu’à cet endroit les contraintes σxx, ainsi que les 
autres variables d’état données par Lam3/Tec3-MAN (avec flambage) et Lam3/Tec3-standard 
(sans flambage) sont identiques. De même pour le « cas 2 », sur la figure 6-10 est tracée 
l’évolution de la contrainte σxx ; le long du bord de la tôle, cette contrainte, comme d’autres va-
riables, est significativement modifiée par le flambage, qui a donc des effets significatifs sur 
l’emprise dans ce « cas 2 », plus spécialement près de la rive.  
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6.3.1.ii Comparaison entre les modèles Lam3/Tec3-MAN et Lam3/Tec3-Counhaye par 
rapport aux effets du flambage sur l’emprise 
Comparons maintenant les résultats des deux couplages Lam3/Tec3-MAN et Lam3/Tec3-
Counhaye. Pour le « cas 1 », les deux modèles s’accordent sur le fait que le flambage n’interagit 
pas avec l’emprise ; leurs résultats dans l’emprise coïncident d’ailleurs avec ceux de Lam3/Tec3-
standard (cf. figure 6-9). Fait plus remarquable, même pour le « cas2 » où on a détecté une inte-
raction du flambage avec l’emprise, Lam3/Tec3-MAN et Lam3/Tec3-Counhaye sont en accord 
(cf. figure 6-10).  
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Figure  6-9. Évolution de la contrainte longitudinale σxx le long de deux lignes de cou-
rant : comparaisons entre Lam3/Tec3 standard, Lam3/Tec3-MAN couplé et 
Lam3/Tec3-Counhaye  pour le « cas 1 ». 
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Figure  6-10. Évolution de la contrainte longitudinale σxx  le long du bord et du 
centre de la tôle : comparaison entre les résultats donnés par les modèles cou-
plés Lam3/Tec3-MAN, Lam3/Tec3-Counhaye et ceux donnés par Lam3/Tec3 
standard pour le « cas 2 ». 
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6.3.2 Comparaison avec les mesures expérimentales et les défauts de planéité manifestes 
détectés 
Les figures 6-11-(c) et 6-12 reportent les profils transversaux des contraintes σxx à mi-
intercage aval (mesure de planéité latente) respectivement pour le « cas 1 » et le « cas 2 ». Ces 
profils montrent que les contraintes hors emprise sont relaxées et s’approchent des mesures expé-
rimentales quand le flambage est pris en compte. On avait déjà constaté cet effet par l’approche 
Lam3/Tec3-MAN découplée. Ici, on voit que le modèle Lam3/Tec3-MAN couplé donne des ré-
sultats plus proches de l’expérience (figure 6-11-(a) et (c)), sans toutefois faire aussi bien que le 
modèle couplé Lam3/Tec3-Counhaye. Ce dernier reste le plus proche des profils mesurés dans 
les deux cas, mais plus nettement pour le « cas 2 » (comparer les figures 6-12 et 3-22).  
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Figure  6-11. Modification des profils transversaux de σxx  à mi-intercage pour le « cas 
1 », lorsque le flambage est modélisé : (a) Lam3/Tec3-MAN découplé ; (b) Lam3/Tec3-
Counhaye ; (c) Lam3/Tec3-MAN couplé ; (d) le modèle de laminage de Counhaye [ 5].   
Passons donc aux défauts de planéité manifestes, puisque c’est là que se manifeste le mieux 
l’avantage de Lam3/Tec3-MAN. On voit sur la figure 6-13 que sous traction (au cours du lami-
nage), la tôle dans le « cas 1 » est presque plate, à part des plis locaux en sortie d’emprise. En 
analysant la distribution du défaut latent (σxx-P), figure 6-14-(a), on peut prédire en même temps 
un défaut en centre long et en bords longs, puisqu’à ces endroits la grandeur σxx-P est négative. 
Effectivement, après le relâchement de la traction P, le modèle Lam3/Tec3-MAN couplé montre 
simultanément : 
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 un défaut de bords longs, concernant une faible largeur (de 30 à 40 mm en rive), et de 
courte longueur d’onde, 150 mm, mais d’amplitude significative (2 mm) ; ce défaut 
n’apparaît qu’à une certaine distance (180 mm environ) après l’emprise ; 
 un centre long démarrant juste en sortie d’emprise, de longueur d’onde 500 mm et 
d’amplitude 4 mm. 
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Figure  6-12. Profils transversaux de la contrainte longitudinale σxx à mi-
intercage donnés par Lam3/Tec3 standard, Lam3/Tec3-MAN couplé et les 
mesures expérimentales (« cas 2 »). 
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Figure  6-13. Défauts de planéité de la tôle laminée, « cas1 » , donnés par le modèle couplé 
Lam3/Tec3-MAN : (a) au cours du laminage, (b) après le relâchement de la traction. 
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Figure  6-14. Défauts latents (σxx-P ) donnés par Lam3/Tec3-MAN couplé (a) 
et Lam3/Tec3-Counhaye (b) pour le « cas 1 » : tableau 1. 
Quant au « cas 2 » (très faible réduction), au cours du laminage, la tôle ne présente pas de dé-
fauts apparents, sauf les plis longitudinaux en sortie d’emprise, de très faible amplitude comme le 
montre la figure 6-15. Sur cette même figure, on remarque qu’après relâchement de la traction P, 
cette tôle flambe selon un mode global (cintre). Contrairement aux défauts locaux obtenus dans 
le « cas 1 », ce type de défauts ne représente pas un grand problème de planéité, puisqu’ils peu-
vent être facilement éliminés par l’opération de décintrage par exemple. D’ailleurs, sur la figure 
6-16, on voit bien que pour ce cas, les défauts de planéité latents (σxx-P) ne sont pas locaux, ce 
qui explique que l’on n’ait pas de défauts manifestes locaux et non développables après le relâ-
chement de la tôle.  
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Figure  6-15. Défauts de planéité en laminage, « cas 2 », donnés par le modèle couplé Lam3/Tec3-
MAN : (a) au cours du laminage, (b) après le relâchement de la traction. 
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Figure  6-16. Défaut latent (σxx-P ) donnés par Lam3/Tec3-
MAN couplé pour le « cas 2 » (tableau 2). 
6.3.3 Position du modèle couplé Lam3/Tec3-MAN par rapport à Lam3/Tec3-Counhaye et 
Lam3/Tec3-MAN découplé 
Le « cas 1 » fait partie de ceux où l’emprise n’est pas influencée par le flambage. De ce fait, 
on aurait pu penser que le calcul de flambage (calcul « MAN ») et le calcul Lam3/Tec3-standard 
pourraient être intuitivement effectués séparément : l’approche découplée Lam3/Tec3-MAN de-
vrait suffire et aboutir aux mêmes résultats que Lam3/Tec3-MAN couplé. Pourtant, leurs résul-
tats sont sensiblement différents, il n’est que de comparer les figures 5.2 et 6.13. On a tendance à 
considérer que Lam3/Tec3-MAN couplé est plus précis que l’approche Lam3/Tec3-MAN dé-
couplée, puisque plus complet (le modèle Lam3/Tec3-MAN prend en compte le couplage em-
prise/flambage). Les résultats montrent d’ailleurs bien que Lam3/Tec3-MAN couplé approche 
mieux les mesures expérimentales (σxx(y) stabilisée), et s’accorde avec le modèle couplé 
Lam3/Tec3-Counhaye sur le fait que les contraintes sous emprise sont ou non influencées par la 
prise en compte du flambage (cf. figures 6-9 et 6-10).  
Il semble donc que le couplage entre la mécanique de l’emprise et le flambage hors emprise 
soit nécessaire, que le changement sous emprise semble « significatif » ou non. De fait, le mode 
de flambage d’une tôle très fine est sensible à quelques MPa près, et les différences entre les mo-
dèles, même s’ils semblent tous converger vers les mêmes profils au loin, montrent localement 
des différences de quelques dizaines de MPa. 
Par rapport à Lam3/Tec3-Counhaye, on rappelle que les comparaisons ne peuvent se faire 
qu’au cours du laminage (tôle sous traction). On a pu observer des ressemblances qualitatives des 
cartes de σxx (ou de la planéité latente σxx-P : cf. figure 6-14). Pour les défauts manifestes, les 
résultats des deux modèles sont proches dans deux configurations bien différentes. Dans le calcul 
couplé de Lam3/Tec3-Counhaye, on a détecté un défaut en bords longs au cours du laminage (cf. 
figure 5-3-(d)). Cependant, avec le calcul de flambage MAN, couplé ou découplé, ce défaut ne se 
retrouve qu’au moment où la tôle est relâchée (cf. figure 6-13-(b)). En outre, un défaut en centre 
long apparaît en même temps dans les résultats de Lam3/Tec3-MAN couplé seulement, une dif-
férence majeure par rapport à Lam3/Tec3-MAN découplé et Lam3/Tec3-Counhaye.  
Que penser du fait que seul LAM3/Tec3-Counhaye prédit un bord long sous traction ? Dans le 
chapitre 3, on a montré que même si le flambage est pris en compte dans le modèle Lam3/Tec3-
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Counhaye, il ne permet pas dans le « cas 1 » de relaxer les contraintes partout dans la tôle : la 
relaxation de la contrainte longitudinale σxx ne se fait pas dès la sortie de l’emprise, mais graduel-
lement en aval. C’est le principal désaccord avec les résultats de Counhaye [ 5]. Examinons ce 
point de plus près, en nous référant aux résultats du modèle couplé Lam3/Tec3-MAN.  
La figure 6-17 retrace les évolutions de σxx le long du bord pour les trois modèles : modèle de 
Counhaye (version [ 5]), Lam3/Tec3-Counhaye et Lam3/Tec3-MAN couplé. En comparant les 
courbes, on s’aperçoit que les résultats du modèle couplé Lam3/Tec3-MAN, considéré comme 
référence, sont en faveur de la version de Counhaye [ 5]13. Lam3/Tec3-Counhaye peut donc être 
jugé imprécis au voisinage de l’emprise, du moins pour le « cas 1 », mais les profils de contrain-
tes loin de l’emprise qu’il fournit sont en très bon accord avec les seules données expérimentales.  
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Figure  6-17. Comparaisons de l’évolution de la contrainte longitudinale σxx le long du bord, sans et 
avec flambage, donnée par les différent modèles (« cas1 »): Lam3/Tec3-standard, Lam3/Tec3-MAN, 
Lam3/Tec3-Counhaye et le modèle de Counhaye [5].  
6.4 Conclusion 
Le travail présenté dans ce chapitre constitue un couplage itératif entre Lam3/Tec3 et le mo-
dèle de flambage « MAN ». La difficulté majeure de ce couplage vient de la différence de nature 
des maillages des deux modèles : éléments hexaédriques 3D d’une part (Lam3/Tec3), coques 
d’autre part (« MAN »). On a donc fait appel à une technique basée sur la méthode des moindres 
carrés mobiles (MLS), qui a permis de relier les deux maillages dans le cadre d’un couplage en 
contrainte (respectant la continuité des contraintes en passant d’un maillage à l’autre). Une fois 
réalisé, le modèle de laminage couplé Lam3/Tec3-MAN a été utilisé pour des applications diver-
                                                   
13 Ce point reste à confirmer par d’autres travaux. 
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ses. Nous en avons détaillé ici deux exemples représentatifs : « cas 1 » et « cas 2 », qui font par-
tie de deux familles de cas différents : le « cas 1 » et le « cas 2 » représentent respectivement les 
cas sans et avec interaction emprise/flambage.  
En utilisant le modèle Lam3/Tec3-MAN qui prend en compte le couplage emprise/flambage 
pour les deux cas mentionnés, on a pu tirer les conclusions suivantes : 
 le degré de rétroaction du flambage sur l’emprise (état de contrainte dans l’emprise, dé-
formation de la cage) est trouvé identique par Lam3/Tec3-Counhaye et par Lam3/Tec3-
MAN, c’est-à-dire par les deux modèles couplés.  
 Le flambage redistribue les contraintes hors emprise, qui sont de ce fait trouvées en bon 
accord avec les mesures expérimentales. 
 Lam3/Tec3-MAN quantifie les défauts de planéité et caractérise leurs géométries. 
Soit TCPU le temps de calcul mis pour un cas donné avec Lam3/Tec3 standard, sur une ma-
chine « Windows » avec un processeur « Intel » de 2 GHz. Le tableau 6-1 compare des ordres de 
grandeur de coût de calcul pour les quatre modèles Lam3/Tec3 standard, Lam3/Tec3-Counhaye, 
Lam3/Tec3-MAN découplé et Lam3/Tec3-MAN couplé. Le temps de calcul du modèle couplé 
Lam3/Tec3-MAN est deux à trois fois plus long que Lam3/Tec3-Counhaye. Il reste d’un ordre de 
grandeur acceptable (de l’ordre de vingt à trente heures) pour un modèle de référence pour études 
de compréhension, dont on attend plus de précision que de rapidité. Mais il gagnerait à être for-
tement diminué dans l’optique de campagnes de calcul nécessaires à la mise au point de gammes 
de laminage.  
Cette comparaison préliminaire, sur les quelques cas traités dans cette thèse, mériterait évi-
demment une étude plus poussée dans le futur.    
 
Modèle Temps de calcul (CPU) 
Lam3/Tec3 standard TCPU 
Lam3/Tec3-Counhaye (1.2 à 1.5) ×TCPU 
Lam3/Tec3-MAN découplé (1.1 à 1.2) × TCPU 
Lam3/Tec3-MAN couplé (3 à 4) × TCPU 
Tableau  6-1. Récapitulatif du coût de calcul en CPU des différents mo-
dèles : Lam3/Tec3 standard, Lam3/Tec3-Counhaye, Lam3/Tec3-MAN 
découplé et Lam3/Tec3-MAN couplé. 
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Conclusion générale et perspectives 
Conclusion générale 
Ce travail est une première tentative de construction d’un modèle de laminage capable de dé-
crire avec précision les défauts de planéité des tôles minces, en prenant en compte les couplages 
tôle - cylindres et emprise - flambage (cf. §  2.1). Nous sommes parti d’une version standard de 
Lam3/Tec3 (Lam3/Tec3-Standard), modèle de laminage développé par le Cemef, ArcelorMittal 
et Alcan. Le couplage tôle - cylindres y est déjà pris en compte, mais cela ne suffit pas. Nous 
avons vu au chapitre 3 que faute d’intégrer une analyse de post-flambement hors emprise sous 
contraintes résiduelles, cette version standard donne dans certains cas des résultats bien loin des 
mesures expérimentales, les profils de contrainte longitudinale mesurés à mi-intercage par les 
rouleaux de planéité [ 65]. Pour perfectionner Lam3/Tec3, nous avons choisi de le compléter par 
un modèle de flambage de coques. La littérature montre qu’à l’heure actuelle, ces modèles sont 
les mieux adaptés pour décrire le flambage des plaques, donc la planéité des tôles laminées. 
Nous disposions par ailleurs d’un modèle EF de flambage de coques sous contraintes résiduel-
les, « MAN ». Ce modèle a paru suffisamment puissant, suite à des tests de validation par com-
paraison avec des résultats analytiques [ 61] et un logiciel commercial (Abaqus®). Il est d’une 
précision satisfaisante pour le calcul de flambage, même dans les cas de chargements et de mo-
des de flambage complexes, comme on risque de les rencontrer en laminage. De plus, le modèle 
« MAN » est capable d’effectuer le calcul de post-flambage. C’est avec ce modèle que nous 
avons complété Lam3/Tec3. 
En laminage, si une rétroaction entre le flambage hors emprise et l’emprise existe, le couplage 
entre Lam3/Tec3 et le modèle « MAN » est obligatoire. En revanche, la différence entre les mail-
lages et les formulations utilisés par les deux modèles rend le couplage assez laborieux. Ce cou-
plage aurait pu ne pas être nécessaire, si on avait montré que la rétroaction emprise - flambage est 
négligeable en laminage. Dans ce cas, l’approche découplée fondée sur un simple chaînage entre 
les deux modèles, détaillée dans le chapitre 5, aurait pu être suffisante.  
Avant de nous lancer dans le couplage de Lam3/Tec3 et du modèle « MAN », nous avons 
donc commencé par une approche couplée mais simplifiée, pour examiner ces questions de ré-
troaction, en nous inspirant du travail de Counhaye [ 5] ; le modèle de laminage ainsi obtenu 
s’appelle Lam3/Tec3-Counhaye (cf. chapitre 3). Nous l’avons validé par comparaison à 
l’expérience, et il nous a montré que dans certains cas au moins, l’interaction emprise - flambage 
est importante. Ainsi, pour construire un modèle de laminage général, il faut bien coupler 
Lam3/Tec3 avec le modèle « MAN ». 
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Nous avons décrit dans le chapitre 6 le développement qui a permis de coupler Lam3/Tec3 
avec le modèle « MAN » (Lam3/Tec3-MAN couplé). Ce couplage est basé sur un schéma itératif 
entre les deux modèles (cf. figure 6-4). Il donne la possibilité de simuler le procédé de laminage 
en calculant : 
 la déformation de la cage ; 
 la zone de contact tôle-cylindres et l’état de la tôle dans l’emprise ; 
  l’état post-flambé de la tôle (défauts de planéité manifestes) et la distribution des 
champs de contraintes dans la tôle hors emprise (défauts de planéité latents) au 
cours du laminage.   
Il est également possible de calculer l’état de la tôle dans un état détendu (représentant en 
première approximation son état après découpe). Pour cela, on part de l’état de la tôle calculé par 
Lam3/Tec3-MAN couplé (état sur la ligne de laminage). Ensuite, on effectue séparément un cal-
cul de post-flambage avec le modèle « MAN », en relâchant les efforts de traction de laminage 
appliqués à la tôle (cf. §  4.3.4). 
Les comparaisons avec l’expérience ont montré que le couplage rapproche les résultats des 
mesures expérimentales. Dans l’emprise, Lam3/Tec3-MAN couplé et Lam3/Tec3-Counhaye 
donnent quasiment les mêmes résultats, que l’interaction emprise – flambage soit faible ou forte. 
Cela peut être considéré comme une forme de validation des deux modèles.   
Même si nous sommes parvenus à construire le modèle couplé Lam3/Tec3-MAN, finalité de 
cette thèse, l’approche découplée (Lam3/Tec3-MAN découplé) méritait quand même d’être tes-
tée. En effet, on pourrait penser que pour les cas où l’interaction emprise - flambage est très fai-
ble, l’approche découplée par chaînage entre Lam3/Tec3 et le modèle « MAN » (Lam3/Tec3-
MAN découplé) serait idéale, car plus simple et plus rapide que l’approche Lam3/Tec3-MAN 
couplée. Mais d’une part, nous ne sommes pas en mesure de déterminer a priori quels cas relè-
vent de cette catégorie ; d’autre part, on ne peut utiliser cette approche plus rapide que si on 
prouve que pour un cas à faible interaction emprise - flambage, Lam3/Tec3-MAN couplé et 
Lam3/Tec3-MAN découplé donnent les mêmes résultats. Or des tests ont montré le contraire, 
pour ce qui est des modes de flambage. Ainsi, considérant que Lam3/Tec3-MAN couplé est un 
modèle de référence, nous sommes amené à renoncer à l’utilisation de l’approche découplée : un 
modèle de laminage précis et général doit prendre en compte : 
 le couplage tôle-cylindres (emprise) ; 
 le couplage emprise-flambage. 
Enfin, à l’issue de cette thèse, nous disposons de deux modèles de laminage dans lesquels le 
couplage tôle - cylindres et emprise - flambage sont pris en compte : Lam3/Tec3-Counhaye et 
Lam3/Tec3-MAN couplé. En comparant ces deux modèles, on peut noter que Lam3/Tec3-MAN 
couplé est plus riche que Lam3/Tec3-Counhaye pour décrire la géométrie des défauts manifestes. 
De son côté, Lam3/Tec3-Counhaye est nettement plus rapide. Par rapport aux mesures de profil 
de contrainte par rouleau de planéité, les deux modèles donnent tous deux des résultats convena-
bles, qu’on peut considérer compatibles avec la précision des mesures, Lam3/Tec3-Counhaye 
donnant des profils un peu plus proches des mesures (comparer les graphes (c) et (d) de la figure 
ci-dessous). Il est également apparu que ces différences à première vue mineures peuvent 
conduire à des modes et amplitudes de flambage assez différents, donnant ainsi une importance 
cruciale au couplage plus ou moins fort.  
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Perspectives 
Pour une éventuelle suite à ces travaux, nous préconisons dans un premier temps 
d’approfondir la validation des deux modèles Lam3/Tec3-Counhaye et Lam3/Tec3-MAN couplé, 
en simulant plus de cas de laminage pour lesquels on dispose de mesures expérimentales, si pos-
sible à la fois en défauts manifestes (Méplaca : cf.  1.2.4.i-b) et en défauts latents (rouleaux de 
planéité). La comparaison des deux modèles, en précision des résultats et en temps de calcul, sera 
enrichissante. Elle confirmera probablement l’importance du couplage post-emprise / emprise, 
suggérant de revenir sur les techniques de couplage ; des projets sont d’ailleurs en cours. 
D’ores et déjà, pour les industriels, ces modèles vont permettre de résoudre certains problèmes 
rencontrés en ligne et d’enrichir leurs bases de données à l’aide d’études paramétriques portant 
par exemple sur les effets des efforts des actionneurs, de la vitesse de laminage, de la géométrie 
des cylindres… Des études sur la régulation de la planéité par les efforts de cambrage (cf. § 
 1.3.7) à l’aide de Lam3/Tec3-Counhaye viennent d’êtres lancées à ArcelorMittal [ 81]. Ces études 
ont montré que la réponse de la planéité à un « échelon de cambrage » (accroissement de la force 
de cambrage en cours de laminage) est la même pour les calculs avec ou sans flambage. Ceci doit 
être vérifié à l’aide de Lam3/Tec3-MAN couplé.  
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Planéité latente donnée par les mesures expérimentales et les modèles Lam3/Tec3-MAN 
couplé et Lam3/Tec3-Counhaye pour les cas de laminage « cas 1 » et « cas 2 » présentés 
respectivement dans les tableaux 1 et 2 de l’annexe 4. La contrainte moyenne a été sous-
traite pour pouvoir agrandir l’échelle.  
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Annexe 1 : Discrétisation par éléments finis du problème de l’étape 3 
du modèle « MAN » 
On rappelle que le problème de l’étape 3 s’écrit : 
à l’ordre 1 : 
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 


 
  




      
    
   
( )
0
0
t1 t( )
1
: 2 ,             
 2 , : :  : :  
   , : :  :      
tres res l nl
p
tl nl t
p p p
p
nl res res
i p i p
i
S d
d d
d S d
     
       
     

 


 










 


     


        

 
 
  
 
 

 (7.2) 
La discrétisation par éléments finis utilisée par le modèle « MAN » est classique. On utilise un 
élément fini quadratique à huit nœuds avec intégration réduite. 
             
         
         
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ;  soit 
2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ; soit 
 ; 
elc l nl l nl l nl
elc l nl
el el
B B B B B
B B B B
B B 
      
    
   
                        
              
  
 (7.3) 
 [B] et [ B ] sont des matrices qui dépendent des dérivées des fonctions d’interpolation et du 
champ de déplacement   . [ B ] est la matrice des fonctions de forme de la déformation   . 
. el  signifie qu’on considère le vecteur élémentaire. ˆ  et   sont respectivement les formes dis-
crètes du champ de déplacement et de la déformation additionnelle   . 
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En utilisant (7.3), les systèmes (7.1) et (7.2) sont transformés sous les formes discrètes suivantes :  
à l’ordre 1 : 
         
        
1 1 1
1 1 1
ˆ
ˆ
el elel res
el elel res
K K K F
K K F

  

 
  
  
         
     
 (7.4) 
à l’ordre p, 1 < p ≤ N  : 
           
          
ˆ
ˆ  
el el elel res nl
p p p p
el el elel res nl
p p p p
K K K F F
K K F F
 
  
 
 
  
  
          
      
 (7.5) 
Tel que : 
   
el
t
K B B d

                    
el
tK B B d 

           
        
el
tK B B d  

          0ˆ  
el
t
nl
pK B S d 

      
       
   
1
0
1
1
1
1 ˆ ˆ  
2
ˆ                               
el
p t
nl nl
p p i
i
p t
nl
p i i
i
F B B d
B S d
  







        
   


  
 
       
1
1
1 ˆ  
2
el
p t
nl nl
p p i
i
F B B d 



        
   
el
t resF B S d

          
el
t resF B S d 

   
 
Les systèmes (7.4) et (7.5) peuvent êtres condensés pour devenir : 
à l’ordre 1 : 
            
          
1 1
1 1
1
1 1 1
ˆ
ˆ
el el elres
elelel res
K K K K K F K K F
K F K
 
      

 
 
  
 

                   

      
 (7.6) 
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à l’ordre p, 1 < p ≤ N  : 
   
              
            
1
1 1
1
ˆ 
                  
ˆ 
el
p
el el el elres nl nl
p p p
elel elel res nl
p p p p
K K K K K
F K K F F K K F
K F F K
    
   
   
 
 


  

 

               
           

        
 (7.7) 
Le problème EF global est obtenu après assemblage et s’écrit comme suit : 
à l’ordre 1 : 
           11 1
1
ˆ
nbéléments elres
T
el
K F K K F   


       
  (7.8) 
à l’ordre p, 1 < p ≤ N  : 
           
      
1
1
1
1
ˆ
                                              
nbéléments elres
T p p
el
nbéléments el elnl nl
p p
el
K F K K F
F K K F
 
 
 
 
  



       
    


 (7.9) 
Dans cette relation, 
  
    1
1
nbéléments
T
el
K K K K K K    


              
 
Dans l’équation (7.9) en peut distinguer la forme générale de notre problème tangent à un or-
dre p donné :  
        ˆ res nlp pT pK F F    (7.10) 
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Annexe 2 : Problème auxiliaire pour le calcul du point de bifurca-
tion  
Une perturbation par une force fictive ∆μ.fμ  engendre une réponse en déformation et en 
contrainte tel que : 
 
S S S
  
  
 
  
  
    (7.11) 
avec : 
( )
( )
0
: ( ) ( , ) + +
            = : ( ) ( , ) +
                      : ( ) 2 ( , ) + ( , )+
res res l nl
res res l nl
l nl nl
S S S
S
          
      
        
             
   
 
       
  
 







 (7.12) 
Sachant que : 
( ) : ( ) ( , ) +res res l nlS S            (7.13) 
On identifie ∆S tel que : 
: ( ) 2 ( , ) +l nlS               (7.14) 
 Le problème perturbé (4.6) devient : 
      
    
 
0
( )
: 2 ,  : 2 ,  
                                 : 2 ,  
                                                 : 2 ,   ˆ
t l nl t nl
t l nl
t trl an
S d S d
S d
S d f d P
       
    
      
 

  
   
   
      
 

 


3
: 0
 
:t tS d S d
dS
 

 









     


  
 (7.15) 
En tenant compte de l’équilibre, (7.15) on obtient le système auxiliaire : 
      
    
: 2 ,  : 2 ,   
: 0
: 2 ,
t nl t l nl
t
l nl
S d S d f d
S d
S
         

     
  

        

   

      
  
 

 (7.16)
Annexes 
 127 
Annexe 3 : Transfert de champs par la méthode des moindres carrés 
mobiles 
Le transfert de champs issus d’un maillage hexaédrique 3D de Lam3/Tec3 peut être vu 
comme une projection de ces champs sur le maillage des éléments coques du modèle de flam-
bage. On considère alors un champ scalaire uh défini sur le maillage de Lam3/Tec3, on cherche 
une approximation u  en chaque point de Gauss xc (xc,yc)  du maillage de coque sous la forme 
polynomiale suivante : 
   2 20 1 2 3 4 5x  ; tel que : xc c c c c c c i i cu a a x a y a x a x y a y a a        (7.17) 
On peut l’écrire aussi : 
         
             
 
0 1 2 3 4 5
2 2
x x x x x
x x , x , x , x , x , x
x 1, , , , ,
t j j
c c c c c
t
t
u
a a a a a a
x y x xy y
     
    
    

 (7.18) 
Remarque 12 :  
L’approximation peut être de degré quelconque ; nous avons choisi une approximation qua-
dratique. 
 
La recherche du champ optimal  xu  consiste à minimiser la fonctionnelle suivante en chaque 
point : 
   
   
2
1
2
1
1 x x x
2
1 x x x
2
N
h
p i c i i
i
N
h j
p i c i i j
i
J u u
u a




    
    



 (7.19) 
N correspond au nombre de points du maillage Lam3/Tec3 auxquels les valeurs de contraintes 
résiduelles à projeter (ou à transférer) sont données. ωp(xi, xc) est la fonction poids centrée en un 
point de Gauss du maillage coque xc (xc,yc), poids qui a l’allure suivante : 
 
Xc(xc,yc)
ω(X-Xc)
1
 x xp c 
 
 x ,c c cx y   
Figure annexe. 1. Graphe de la fonction poids adoptée 
dans la méthode des moindres carrés mobiles (MLS). 
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La minimisation de la fonctionnelle J revient à écrire :  
 0
k
J
a
 

 (7.20) 
D’où : 
   
1
x x x 0
N
h j k
p i c i i j
i
u a

         (7.21) 
Ainsi,  
           
1 1
x x x x x x x
kjk
N N
j k h k
p i c i i j p i c i i i
i i
BA
X a u 
 
      
 
 (7.22) 
On peut écrire plus explicitement la matrice A(xc) et le vecteur B(xc)  comme suit :  
   
     
2 2
2 3 2 2
2 2 2 3
2 3 2 4 3 2 2
1
2 2 3 2 2 3
2 2 3 2 2 3 4
2
1
x x x
x x x x 1, , ,
i i i i i i
i i i i i i i i i
N
i i i i i i i i i
c p i c
i i i i i i i i i i
i i i i i i i i i i i i
i i i i i i i i i
h
c p i c i i i i
x y x x y y
x x x y x x y x y
y x y y x y x y y
A
x x x y x x y x y
x y x y x y x y x y x y
y x y y x y x y y
B u x x



 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

 2
1
,
N t
i i i
i
x y y


 (7.23) 
Les coefficients ak sont les inconnues de l’équation (7.22) et donc du système suivant : 
       x x xc c cA a B     (7.24) 
On en déduit : 
 1j jk ka A B  (7.25) 
Une fois les coefficients ak obtenus, la fonction d’approximation )x( cu  est calculée en xc 
(xc,yc) et, de proche en proche, on balaye tous les points de Gauss du maillage de coque.  
Malgré l’efficacité de cette technique, elle reste limitée par la complexité des champs à trans-
férer (fort gradient et pics de contraintes) et la forte hétérogénéité de la densité du nuage de 
contraintes à transférer. Ces limitations sont couramment rencontrées lors d’une approche décou-
plée, puisque les contraintes résiduelles dans une tôle laminée présentent souvent des zones criti-
ques à forts gradients avec des pics de contraintes. En outre, le maillage de Lam3/Tec3 est sou-
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vent raffiné14 dans ces zones, parfois très localisées (cf. figure 2-3). Cela induit une hétérogénéité 
de densité du nuage de points donnant les contraintes résiduelles à transférer. Par ailleurs, si on 
appelle « zone d’influence » la zone « recouverte » par la fonction poids centrée en un point xc, 
celle-ci doit réaliser un compromis entre deux impératifs : 
 être assez étroite pour que, dans le transfert des champs de contraintes résiduelles ayant 
de forts gradients et des pics, les valeurs trouvées ne soient pas trop influencées par le 
voisinage, ce qui lisserait les champs et fausserait localement le transfert, avec des consé-
quences potentiellement importantes.  
 Si la fonction poids a une « zone d’influence » trop réduite, elle risque de ne contenir au-
cun point du maillage Lam3/Tec3 dans les endroits où ce dernier est « grossier ». Ceci 
engendre alors une perte d’information et le transfert n’est plus possible.  
Dans le but d’optimiser le transfert de champs, une technique a été mise en place qui consiste 
à adapter automatiquement la « zone d’influence » selon la densité du maillage Lam3/Tec3 : la 
« zone d’influence » est de plus en plus large dans les zones de faible densité de maillage 
Lam3/Tec3 autour d’un point de Gauss xc, et inversement (cf. schéma explicatif  ci-dessous). 
Nuage de points à transférer : Valeurs 
issues de Lam3/Tec3
Point d’intégration d’un élément coque 
(MAN)
Elément coque (MAN)
Fonction poids
Forme de la fonction poids en 3D
Zone de faible 
densité
Zone de forte 
densité
Zone d’influenceXc1(xc1,yc1)Xc2(xc2,yc2)
 
Figure annexe. 2. Schéma explicatif de la méthode des moindres carrés mobiles op-
timisée : adaptation de la fonction poids suivant la densité du nuage de points issus 
de Lam3/Tec3 autour d’un point d’intégration (xc) sur le maillage du modèle de 
flambage de coques « MAN ». 
 
Dans un premier temps, l’adaptation de la fonction poids commençait par la recherche, dans le 
maillage de Lam3/Tec3, du point (parmi les losanges gris) le plus proche de xc ( point de Gauss 
« coques », cercles rouges). Ainsi, on évaluait le plus petit rayon convenable de la « zone 
d’influence » (rayon contenant un seul point du maillage de Lam3/Tec3). Ce domaine est élargi 
en multipliant ce rayon par un coefficient choisi par l’utilisateur afin de chercher plus 
d’informations sur l’entourage du point considéré. Cette technique améliore le transfert des 
champs, mais il arrive quelquefois que la « zone d’influence» ne soit pas suffisamment étendue, 
et ne contienne pas suffisamment de points. Pour y remédier, on a mis au point une méthode en-
                                                   
14 Dans les zones critiques, le maillage de Lam3/Tec3 est raffiné pour décrire correctement les variations brutales 
des variables d’états (contraintes, déformation, température…). 
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core plus adéquate qui permet à l’utilisateur de choisir le nombre de points que doit contenir la 
« zone d’influence » et les résultats du transfert sont nettement plus précis. En effet, la figure 
annexe. 3 montre qu’après avoir optimisé la MLS, les erreurs commises lors du transfert de 
champs ont considérablement diminué.     
Ce module de transfert de champs précis nous permet d’aborder les applications du modèle de 
flambage de coques pour des cas industriels représentatifs. 
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Figure annexe. 3. Exemple d’amélioration du transfert d’un champ (σxx) issu de 
Lam3/Tec3, représenté par les points rouges (à droite : avant optimisation de la MLS ; 
à gauche : après optimisation de la MLS). 
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Annecxe 4 : Cas de laminage traités 
Cas 1 : cas fer blanc dernière cage tandem 
Largeur de la bande 855 mm 
Epaisseur d’entrée  
(bombé) 
0,355 mm (4.81 %) : 
Figure annexe. 5-a 
Epaisseur de sortie 0,252 mm 
Vitesse de laminage 22 m/s 
Propriétés du laminoir 
Bombé cylindres (cylin-
dres de travail / cylindres 
d’appui) 
0.0322 % / sans bombé : 
Figure annexe. 5-b 
Effort de traction en 
amont par unité de sur-
face 
170 MPa 
Effort de traction en aval 
par unité de surface 
 
100 MPa 
Loi de frottement Coulomb : 0,03 n    
 
Cylindre d’appui 
Cylindre de travail 
tôle 
Ø
 55
5 
m
m
 
Ø
 3
43
 m
m
 
1400 mm 
1010 mm 
Ø
 13
00
 m
m
 
Ø
 95
5 
m
m
 
2150 mm 
1295 mm 
F 
F = 482549 N 
Figure annexe. 4. Croquis représentatif de la cage 
quarto. 
Lois de comportement 
Module d’Young = 210 GPa, cœfficient de poisson : 0,3 
    8.90 470.5 175.4 1 0.45 -175 e          
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Figure annexe. 5. Bombé tôle en entrée de l’emprise (a) et bombé cylindre de travail (b). 
Tableau annexe 2. Données du cas de laminage nommé « cas 1 ».  
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Cas 2 : tôle mince dernière cage tandem : 
Largeur de la bande 1224 mm 
Epaisseur d’entrée (bombé) 0.58 mm (0.82 %) :  
Figure annexe. 7-a 
Epaisseur de sortie 0.572 mm 
Vitesse de laminage 18.316 m.s-1 
Propriétés du laminoir 
Bombé cylindre (cylindres 
de travail / cylindres 
d’appui) 
0.014 % / sans bombé : 
Figure annexe. 7-b 
Effort de traction en amont 
par unité de surface 
207 MPa 
Effort de traction en aval  
par unité de surface. 
27.3 MPa 
Loi de frottement Coulomb : 0.13 n     
Cylindre d’appui 
Cylindre de travail 
tôle 
Ø
 5
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Ø
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m
 
2020 mm 
2752 mm 
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54
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m
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 9
55
 m
m
 
2752 mm 
1910 mm 
F 
F = 675000 N 
Figure annexe. 6. Croquis représentatif de la cage 
quarto. 
 
Lois de comportement 
Module d’Young = 210 GPa, cœfficient de poisson : 0,3 
    9.60 452 150 1 0.31 - 56 e          
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Figure annexe. 7. Bombé tôle en entrée de l’emprise (a) et bombé cylindre de travail (b).  
Tableau annexe 3. Données du cas de laminage nommé « cas 2 ». 
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Cas 3 : fer blanc, tôle mince « Mardyck ». 
Largeur de la 
bande 
1232 mm 
Epaisseur d’entrée 
(bombé) 
0.409 mm (32.66 %) 
Figure annexe. 9-a 
Epaisseur de sortie 0.279 mm 
Vitesse de lami-
nage 
8.333 m.s-1 
Propriétés du laminoir 
Bombé cylindres 
(cylindres de tra-
vail / cylindres 
d’appui) 
0.0508 % / 0.005% : 
Figure annexe. 9-b et c 
Effort de traction 
en amont par unité 
de surface 
179 MPa 
Effort de traction 
en aval par unité 
de surface 
58 MPa 
Loi de frottement Coulomb : 
0,01 n    
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Ø
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2.
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F = 2790 N 
Figure annexe. 8. Croquis représentatif de la cage quarto. 
Lois de comportement 
Module d’Young = 210 GPa, cœfficient de poisson : 0.3 
    15.830 387.58 142.45 1 0.30136  e          
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Figure annexe. 9. Bombé tôle en entrée de l’emprise (a), bombé du cylindre de travail 
(b) et bombé du cylindre d’appui (c). 
Tableau annexe 2. Données du cas de laminage nommé « cas3 ».
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 Un exemple de flambage sous contraintes internes : Étude des défauts de planéité en 
laminage à froid des tôles minces. 
(Etude numérique et comparaison avec l’expérience) 
RESUME : Lam3/Tec3 est un modèle stationnaire éléments finis 3D de laminage dans lequel le maillage 
de la tôle est composé d’éléments hexaédriques. Des études passées ont montré que par lui-même, il 
est mal adapté pour simuler les défauts de planéité des tôles laminées. A l’heure actuelle, les éléments 
coques sont les mieux adaptés pour prédire le flambage des tôles sous contraintes résiduelles, dont font 
partie les défauts de planéité. Ainsi, l’objectif du présent travail est de perfectionner Lam3/Tec3 en le 
couplant itérativement avec un modèle éléments finis de flambage de coques sous contraintes rési-
duelles. Ce modèle, nommé « MAN », est basé sur la Méthode Asymptotique Numérique pour la résolu-
tion des problèmes non linéaires. Comparé aux modèles existants de la littérature, il possède une préci-
sion satisfaisante pour la détection de la charge critique de flambage et les modes correspondants; il 
peut aussi traiter des cas de champs de contraintes résiduelles et modes de flambage plus complexes; 
il possède enfin une capacité de calcul du post-flambage, ce qui le distingue aussi de ses concurrents. 
Nous avons comparé les résultats obtenus en mode découplé et en mode couplé itérativement, ainsi 
qu'avec Lam3/Tec3 additionné d'un modèle simplifié de flambage dû à Counhaye (plus simple et 
moins coûteux, mais sans capacité de post-flambement). Nous nous sommes particulièrement intéres-
sés à la comparaison avec les mesures en ligne des profils transverses de contrainte longitudinale par 
"rouleaux de planéité" (la "planéité latente"), ainsi qu'à la question des interactions entre les champs 
mécaniques sous emprise et post-emprise. Les profils obtenus à la position des rouleaux de planéité sont 
en bon accord avec les mesures expérimentales, en particulier pour les cas de laminage présentant 
des défauts. Les résultats montrent l'importance de réaliser un calcul couplé, soit fortement soit itérati-
vement, pour saisir les détails de ces profils de contrainte, capitaux à quelques MPa près pour le calcul 
des formes post-flambées, c'est-à-dire les défauts de planéité. 
Mots clés : Laminage, Tôles, Défauts de planéité, Flambage, Post-flambage, Contraintes résiduelles, 
Coques, Méthode Asymptotique Numérique, Éléments finis. 
An example of buckling under internal stresses: Flatness defect study in thin strip 
cold rolling. 
(Numerical study and comparison with experiments) 
ABSTRACT :  Lam3/Tec3 is a 3D steady-state FEM rolling model using a hexahedral mesh, proved in the 
past to be poorly adapted to modelling flatness defects in strip rolling. Shell elements are indeed much 
more suitable for this purpose, i.e. to predict buckling of plates under residual stresses. Thus, the purpose 
of this work is to improve Lam3/Tec3 by coupling it iteratively with a shell FEM of plate buckling under 
residual stresses. This model, called “MAN”, is based on the Asymptotic Numerical Method for the resolu-
tion of non linear problems. Compared to existing models in the literature, it shows sufficient accuracy to 
compute the critical buckling loads and the corresponding buckling modes, it can solve more complex 
cases (complex residual stress fields and buckling modes), and has a post-buckling capability,which 
distinguishes it from the other models. We have compared results of Lam3/Tec3-MAN in the decoupled 
as well as the iteratively coupled modes, and also with a version of Lam3/Tec3 including a simplified 
buckling model proposed by Counhaye (simple and fast, but unable to study post-buckling). The analy-
sis of the results is focussed on the one hand on the comparison with experimental transverse profiles of 
the longitudinal stress, obtained by "flatness rolls", on the other hand on the interactions between the 
mechanical fields in the roll bite and post bite. Profiles obtained at the position of the flatness rolls are in 
good agreement with the measurements. The results prove the importance of a coupled rolling / buck-
ling model, be it coupled strongly or iteratively, to capture the details of the stress profiles. It is also 
shown that it is essential to reproduce the latter with a precision of a few MPa in order to predict cor-
rectly buckling and post-buckling. 
Keywords : Rolling, Strip, Flatness defect, Buckling, Post-buckling, Residual stress, Shell, Asymptotic Nu-
merical Method, Finite element. 
